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VORWORT. 

Die Bemerkung, dass dieselbe elegante Methode, durch 
welche Cauchy zur Begründung der Taylor -Maclaurin'schen 
Entwicklungen gelangt war, auch benutzt werden könne zur 
Begründung der Legendre-Laplace'schen Entwicklungen, musste 
fast nothwendig den Eindruck hervorrufen, als seien die ge- 
nannten Entwicklungen nur einzelne Bruchstücke eines noch 
unbekannten grösseren Ganzen. Fast nothwendig also 
musste der Gedanke sich erheben, ob jene Cauchy'sche Methode 
nicht vielleicht hinleiten könne zur Entdeckung neuer*Ent- 
wicklungen, welche, statt nach Potenzen oder Kugelfunctionen, 
nach irgend welchen anderen Functionen fortschreiten. 

Bei einem Versuche dieser Art durften wohl solche 
Functionen die meiste Aussicht auf günstigen Erfolg dar- 
bieten, welche zu den Kugelfunctionen in irgend einem Grade 
der Verwandtschaft stehen. Verwandt mit den Kugelfunctionen 
sind aber, wie meine Untersuchungen über Wärme und Elek- 
tricität (Borchardt's Journal. Band 62, Seite 42) zufälliger 
Weise gezeigt haben, die BesseTschen Functionen J*. 

So lag es denn nahe zu untersuchen, ob man nicht mit 
Hülfe jener Cauchy'schen Methode zur Begründung von Ent- 
wicklungen gelangen könne, welche fortschreiten nach diesen 
BesseFschen Functionen. Die vorliegende Schrift wird zeigen, 
dass derartige Entwicklungen in der That existiren, und die 
allgemeinen Gesetze derselben feststellen. Sie wird zeigen, 
dass diese neuen Entwicklungen in gewisser Hinsicht sogar ein- 
facher sind als die Legendre'schen Entwicklungen, ebenso 
einfach wie die Taylor'schen. Sie wird nämlich zeigen, dass 
die neuen Entwicklungen, ähnlich wie die Taylor'schen , hin- 



IV VORWORT. 

sichtlich ihrer Convergenz und Gültigkeit gebunden sind an 
Gebiete von circularer Begrenzung, während die Legendre- 
schen Gebiete von elliptischer Begrenzung besitzen. 

Uebersicht und Verständniss meiner Untersuchungen wer- 
den erleichtert werden durch einige vorläufige Bemerkungen 
über den Gang derselben. 

Um die Cauchy'sche Methode verwenden zu können, ent- 
wickle ich im ersten Abschnitt den Ausdruck (y— *)~S auf 
übrigens sehr hypothetischem Wege, in eine nach den- J*(ar) 
fortschreitende Reihe, und bezeichne die von y abhängenden 
Coefficienten dieser Entwicklung mit e H 0* (y), wo c„ eine 
Zahl repräsentirt, welche für «=0 den Werth 1, für n>0 
den Werth 2 hat. Nachdem die so erhaltenen Functionen 
ö"(y), ebenso wie die J n (x) selber, einer näheren Betrachtung 
unterworfen sind, folgt sodann im zweiten Abschnitt eine 
Untersuchung von entgegengesetzter Richtung und von völlig 
strengem Charakter. Diese Untersuchung nimmt ihren Aus- 
gang von der vorhin gefundenen Reihe, deren allgemeines 
Glied gleich t n J n (x)O n (y) ist; sie zeigt, dass diese Reihe 
convergent sein muss, sobald mod x < mod y y und 
dass sie ferner im Falle der Convergenz gleich- 
werthig sein muss mit dem Ausdruck (y — x)" 1 . Diese 
Ergebnisse bilden den eigentlichen Kern der Theorie. 

Mit grosser Leichtigkeit führt nun die Cauchy'sche Methode 
zu dem Resultat, dass eine gegebene Function, welche hin- 
sichtlich ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit gewissen Be- 
dingungen entspricht, immer entwickelbar ist in eine nach 
den J n fortschreitende Reihe, oder auch in eine nach den 
J n und 0» fortlaufende Doppelreihe. Aus diesen Angaben 
wird bereits ersichtlich sein, dass die neu eingeführten Functio- 
nen n zu den Bessel'schen Functionen J n in analoger Be- 
ziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter Art zu denen 
erster Art, d. i. wie die Q n zu den P n . Demgemäss scheint 
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es mir erlaubt und zweckmässig, die J n als Bessel'sche 
Functionen erster Art, die O n alsBessel'scheFunctio- 
nen zweiter Art zu bezeichnen. 

Die Kugelfunctionen P* und Q n sind bekanntlich zu ein- 
ander complementär in Bezug auf eine gewisse Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung, nämlich die beiden particulären 
Lösungen dieser Gleichung. Anders verhält es sich mit den 
Functionen J n und 0"; denn die Besselsche Differential- 
Gleichung, welcher die J* Genüge leisten, wird durch die 
0* keineswegs erfüllt. Allerdings würde man durch ein- 
fache Operationen eine andere Differential-Gleichung zweiter 
Ordnung, in Bezug auf welche /" und O n jenen complemen- 
tären Charakter besitzen, mit Leichtigkeit aufzustellen im 
Stande sein; wahrscheinlich aber würde diese Gleichung von 
complicirter Natur werden. 

In Bezug auf die Bessersche Differential -Gleichung ist 
die Function /" also nicht complementär zu 0*, sondern 
complementär zu einer gewissen anderen Function Y n } deren 
Untersuchung den Gegenstand des dritten Abschnittes ausmacht. 
Im vierten Abschnitt endlich werden gewisse partielle Diffe- 
rential-Gleichungen behandelt, bei deren Integration die 
Functionen J n und Y n eine ähnliche Rolle spielen, wie die 
Kugelfunctionen P n und Q n bei der Integration der bekannten 
Differential - Gleichung des Potentiales. 

Alles, was im Gebiet der Besserschen Functionen im 
Laufe der Zeit zu Tage getreten ist, zu einem einheitlichen 
Ganzen zu verbinden, dürfte eine schwierige Aufgabe sein. 
Die vorliegende Schrift hat keine solche universelle Tendenz; 
sie berührt nur diejenigen Punkte jenes Gebietes, welche nicht 
zu fern abliegen von ihrer eigenen individuellen Richtung. 

Tübingen, den 7. April 1867. 

C. Neumarm, 
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Es dürfte angemessen sein , aus der vorstehenden Literatur nament- 
lich zwei Sätze hervorzuheben, weil sie verwandt sind mit dem Gegen- 
stände der vorliegenden Untersuchungen. "Es sind folgende: 
Fourier'scher Satz. Die Function 

jor x \ _ i __^_ • ± _ x • 

K ' 2-2 ~ 2-2-4-4 2-24-4-6-6 ~ 

verschwindet für unendlich viele reelle Werthe von x. Bezeichnet man 

diese ihrer Grösse nach geordnet mit -&, so kann jede innerhalb des 

IntervallesO 1 willkürlich gegebene Function f(x) in eine nach den 

J°(frx) fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

SchlömilclTscher Satz. Bezeichnet man die Hälften der ganzen 

Zahlen 0, 1, 2, 3,4, mit n, so kann jede innerhalb des Inter- 

valles n willkürlich gegebene Function f{x) in eine nach den J°(nx) 

[oder auch nach den J l (nx)] fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

*) Leider ist mir dieser Aufsatz erst bekannt geworden nach 
Beendigung des Druckes. Ich ersehe aus demselben, dass die Ent- 
wicklungen, welche ich Seite 39 gebe, schon von Schlömüch gefunden 
sind. 



INHALTSVERZEICHNIS^ 



Einleitung. 
Erinnerung an die Kugelfunctionen. 

Seite 

§ 1. Cauchy's Theorem 1 

§ 2. Kugelfunctionen und Bessersche Functionen 2 

§ 3. Integraleigenschafken der Kugelfunctionen 2 

§ 4. Entwicklung nach Kugelfunctionen 3 

Erster Abschnitt. 
Definition und Eigenschaften der Bessersehen Functionen. 

§ 5. Die Besselschen Functionen erster Art J n 5 

§ 6. Entwicklung von cos (z sin co) und sin (z sin ca) i 6 

§ 7. Uebergang von den Bessel-schen Functionen erster Art J n 

zu den Functionen zweiter Art O n 8 

§ 8. Die Besserschen Functionen zweiter Art O n 13 

§ 9. Integraleigenschaften der Besserschen Functionen ..... 16 

§ 10. Recurrirende Eigenschaften der Besserschen Functionen . . 20 

Zweiter Abschnitt. 

Entwicklung nach Besserschen Functionen. 

§ 11. Convergenz gewisser Reihen, deren Glieder durch Bessersche 

Functionen ausgedrückt sind 24 

§ 12. Summation der betrachteten Reihen 30 

§ 13. Entwicklung nach Besserschen Functionen erster Art. ... 33 
§ 14. Entwicklung nach Differentialquotienten der Besserschen 

Functionen erster Art 35 

§ 15. Entwicklung nach Besserschen Functionen erster und zweiter 

Art 36 

§ 16. Beispiele . 39 



VIII INHALTSVERZEICHNIS. 

Dritter Abschnitt. 
Die Besser sehe Differentialgleichung. 

Seite 

§ 17. Die zur Besserschen Function J° complementäre Function Y° 41 

§ 18. Die Function Y° ausgedrückt durch ein bestimmtes Integral 45 

§ 19. Die Functionen J° und Y° für sehr grosse Argumente ... 49 

§ 20. Die zur Bessel'schen Function J n complementäre Function Y n 50 

§ 21. Zusammenhang zwischen den Functionen J n und Y n . . . . 54 

Vierter Abschnitt. 
Partielle Differentialgleichungen. 

§ 22. Integration einer ' partiellen Differentialgleichung mit Hülfe 

der Bessel'schen Functionen 59 

§ 23. Entwicklung der Bessel'schen Function J° für ein Argument, 

welches die Entfernung zweier Puncte vorstellt 65 

§ 24. Weitere Ausdehnung der Theorie des logarithmischen Poten- 

tiales 70 



Verbesserung. 

Auf Seile 39, Zeile 4 mag statt der Worte: 
welche innerhalb der gegebenen ringförmigen Flache liegt, 
und ein .... 
die deutlichere Ausdrucksweise substituirt werden: 

welche der gegebenen ringförmigen Fläche angehört, und ein. . . . 



Einleitung. 

Erinnerung an die Kugelfnnctionen. 

§ 1. Cauchy's Theorem. 

Sind die Werthe einer Function f{z) eindeutig und stetig 
innerhalb eines endlichen Gebietes 91, so sind sie darstellbar 
durch ein Integral, welches hinläuft über den Rand von 2t. Ist 
nämlich c irgend ein Punct innerhalb 21, und sind z die Rand- 
puncte von 2t, so gilt die schon von Cauchy aufgestellte Formel: 

(1) /» = .-r-. f f -V- d -~, 

wo die Integration positiv herumläuft um 21. 

Besitzt die Fläche 2t mehrere, etwa n Randcurven, so ver- 
wandelt sich das Integral in eine Summe von n Integralen, jedes 
derselben hinerstreckt über je eine der n Randcurven. 

Was die positive Umlaufung von 21 anbelangt, so ist (na- 
mentlich mit Bezug auf den Fall mehrerer Randcurven) Fol- 
gendes zu bemerken. Zu Grunde gelegt wird bei dieser Aus- 
drucksweise ein in der z Ebene festgesetztes Coordinatensystem 
von solcher Beschaffenheit, dass der im Anfangspunct Stehende 
und in der Richtung der reellen Achse Fortsehende die Richtung 
der imaginären Achse markiren würde mit ausgestreckter Linken. 
Dies vorausgesetzt, ist bei jeder Randcurve von 21 unter der po- 
sitiven Richtung diejenige zu verstehen, in welcher die Curve 
durchwandert werden muss, falls man das angrenzende Flächen- 
gebiet beständig zur Linken haben will.*) 



*) Vergl. hierüber, sowie in Betreff der Ableitung der Formel (1) 
meine „Vorlesungen .über Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale** 
Seite 71 und 8ß! 

Neu mann, Theorie d. Bessel'schen Functionen. 1 
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puncten + 1, so bleibt die vorstehende Reihe (wie aus Heine's 
Untersuchungen hervorgeht) convergent und gültig, so lange der 
Punct x auf einer engeren, der Punkt y auf einer weiteren El- 
lipse sich befindet. Mit Rücksicht hierauf führt nun die Cauchy'- 

sche Formel (1.), wenn man den Bruch mit Hülfe der Hei- 

ne' sehen Reihe (8.) entwickelt, zu folgenden Resultaten. 

Erster Satz. Eür jede Function f (z), welche innerhalb einer 
Ellipse mit den Brennpuncten + 1 eindeutig und stetig bleibt, exi- 
stirt eine Entwicklung: 

(9) f(z) = a P>(z) + a, pi(z) + a 2 P*(z) + , 

welche gültig*) ist für alle Puncte im Innern der Ellipse. 

Zweiter Satz. Für jede Function f (z) , welche eindeutig und 
stetig bleibt auf der von zwei confocalen Ellipsen mit den Brenn- 
puncten + 1 begrenzten ringförmigen Fläche, existirt eine Entwick- 
lung: 

(10) f(z) = « /»(*) + a x PHz) + a 2 P*(z) + 

+ ßo fi° W + ßi 0Hz) + ß 2 OH*) + , 

welche gültig ist für alle Puncte jener ringförmigen Fläche. 

Die constanten Coefficienten a und a,ß in diesen Entwick- 
lungen (9.) und (10.) können unmittelbar erhalten werden durch 
Anwendung der in (6.) aufgeführten Integraleigenschaften. Ebenso 
ergiebt sich mit Hülfe dieser Integraleigenschaften augenblicklich, dass 
bei einer gegebenen Function f(z) die Ausführung der Entwicklung 
(9.) oder (10.) immer nur auf einerlei Art möglich ist. 

Die angegebenen beiden Sätze haben in neuester Zeit eine 
wichtige Erweiterung erhalten durch eine Untersuchung von Jhome. 
Thome zeigt nämlich**), dass die Entwicklungen (9.) und (10.), 
ohne Beeinträchtigung ihres Gültigkeits - Gebietes, beliebig oft 
nach z düferenzirt werden können. 



*) Wenn eine Entwicklung gültig genannt wird innerhalb irgend 
welcher Grenzen, so versteht sich von selber, dass sie innerhalb die- 
ser Grenzen auch convergent ist. Denn die Convergenz ist ein not- 
wendiger Bestandteil der Gültigkeit. 

In gleicher Weise betrachte ich (wie hier zu bemerken nicht über- 
flüssig sein wird) das Endlichbleiben einer Function als einen not- 
wendigen Bestandtheil ihrer Stetigkeit. 

**) Borchardt's Journal. Bd. 66. Seite 337. 



Erster Abschnitt 

Definition und Eigenschaften der Bessel'schen 
Functionen. 

§ 5. Die Bessel'schen Functionen erster Art J n . 

Die neuen Entwicklungen, welche den eigentlichen Gegen- 
stand der gegenwärtigen Abhandlung bilden, laufen fort nach 
zweierlei Functionen J n [z) und O n [z), welche in ihrer gegenseiti- 
gen Beziehung grosse Aehnlichkeit zeigen mit den Functionen 
P n (z) und Q n (z), welche indessen nicht ein und derselben Diffe- 
rential - Gleichung zugehören. 

Die Function J"(z) ist identisch mit der Bessel'schen 
Function. Sie ist eine particuläre Lösung der Gleichung: 

('•) l? + if + ( , -»*=<> 

und dargestellt durch die stets convergente Reihe: 

z n / z' Z^ \ 

(2.a) Jn {z)~24^\ l ~~2>2n+2 + ^2^+2^+4 ~~ } 

Um diese Reihe*) (namentlich mit Bezug auf den Fall w=0) in 
unzweideutiger Weise hinzustellen, ist es gut, sie so zu schrei- 
ben: 

ftl / 2? • Z* \ 

(2.6) ^ /l W=2^r( 1 — 2-2« + 2 + 2-4.2n+2.2n+4 ~~ )' 

wo Iln die von Gauss eingeführte Function vorstellt, wo also 



*) Das Gesetz, nach welchem diese Reihe fortschreitet, ist leicht 
zu übersehen. Das nächstfolgende Glied in der Parenthese würde 
lauten: 



2-4. 6- 2;i + 2. 2n + 4- 2n + 6 
Die Vorzeichen sind alternirend. 
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JI0=1, 

111 = 1, 772 = 1-2, 773=1-2.3, etc. etc. 

ist. Durch weitere Anwendung dieser Gauss'schen Function kann 
die Reihe für J n (z) auch so dargestellt werden: 

^ m IIn+2\ 2 / 

Endlich kann der Werth von J n [z) auch ausgedrückt werden ver- 
mittelst eines bestimmten Integrales, nämlich: 

n 

(2.d) J n [z) = — I cos (z sin a> — nco) a*o>. 

V 
Diese letzte Formel bildet, beiläufig bemerkt, die ursprüng- 
liche Definition von J n (z), wie sie von Bessel gegeben wurde.*) 
Ausserdem hat Bessel noch folgende andere Integral - Darstellung 
gefuuden : 

7t 

(2.d') / n (z)= t q 5**2 —1 — / cos ( z cos ro ) s i n2W(ö ^ w » 

welche später von Jacobi von Neuem abgeleitet wurde durch An- 
wendung einer sehr merkwürdigen allgemeinen Methode. **) 

§ 6. Entwicklung von cos (z sin co) und sin (z sin o) nach 
den Cosinus und Sinus der Vielfachen von a>. 

Die Formel (2.d) kann so geschrieben werden: 

n 

(3.) J n (z)= — I [cos (z sin co) cos nco -|- sin (z sin co) sin wo] a*co. 
Hieraus ergiebt sich -leicht: 

7t 

(4 a) / n (z) = — / COS (« sin co) cos noa den für jedes gerade n, 

i 

und andererseits: 



*) Bessel: „Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht.** Abhandlung, der Math. 
Classe der Berliner Akademie, aus dem Jahre 1824. S. 22. 

**) Jacobi: „Formula Irans formationis integralium definitorum." Crelle's 
Journal Bd. 15. Seite 13. 
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(4. 6) J n (z) = — j sin (z sin od) sin na da für jedes ungerade «, 



-V* 



Aus den Formeln (4.a) und (4.6) aber folgt unmittelbar, dass 
die Entwicklungen von cos (z sin ©) und sin (z sin co) nach den 
Cosinus und Sinus der Vielfachen von o mit Coefficienten behaf- 
tet sind, welche identisch sein müssen mit den J n (z). So erge- 
ben sich die (schon von Bessel aufgestellten) Formeln: 

(5.a) cos (z sin ai)=J°(z) + 2f*{z) cos 2o> + 2/ 4 (z)cos4© + •• 

(5.6) sin (zsinw)=2/ 1 (z)sinea+2/ 3 (z)sin3o}+2J r8 (2)sin5G} + 

Hieraus folgen leicht die später notwendigen Formeln: 

(6.a) 1 =/°(z) + 2 7*(«) + 2J\z) + 2J\z) + 

(6.6) zs= 2-1 J*(z) + 2-3 J*(z)+2-5J*[z)+2-7J*[z)^ ; 

denn (6.a) ergiebt sich aus (5.a), sobald man »=0 setzt; und 
(6.6) wird erhalten, wenn man (5.6) nach © differenzirt, und so- 
dann wiederum © = setzt. 

Die Gleichungen (6. «, b) lassen sich übrigens, mehr sym- 
metrisch, auch so darstellen: 

(7.a) 1 = ^W + * 2 / 2 (s) +V 4 W + VM + 

(7.6) z = lf 1 / 1 (z) + 3e 3 /3(z) + 5£ 5 ^( z ) +7f 7 ^(«) + , 

wo s n eine Consta nte vorstellt, welche später noch vielfach benutzt 
werden soll, welche = 1 ist für n = 0, und = 2 ist für n>0. 
Die Entwicklungen (5.a,6) führen, wie hier beiläufig be- 
merkt werden mag, zu einer nenen gemeinschaftlichen Darstel- 
lung sämmtlicher Functionen J durch ein bestimmtes Integral. 

Substituirt man nämlich in jenen Entwicklungen 17 + ~ an 
Stelle von cd, so erhält man: 
(8.a) cos (zcosij) =J° — 2 J 2 cos 2v\ + 2 J 4 cos 4i? — 2 / 6 cos 61? 

+ 2/ 8 cos8i? — , 

(8.6) sin [zcosri) = 2 J 1 cos 1/ — 2T 3 cos 3i? +2 Z 5 cos 5i? 

— 2 t / 7 cos7i? + , 

wo «7°, Z 1 , / 2 . — zur Abkürzung gesetzt sind für J°(z), J^z), J 2 (z), — 

Durch Benutzung der Grösse i = }/ — 1 können wir diesen 
Formeln folgende Gestalt verleihen: 

(9.a) cos (z cos ^) = J°+ 2t 2 7 2 cos2i? + 2« 4 / 4 cos4i? + 2t 6 / 8 cos6i? 

+ 
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(9.b) isin(zcosiy) = 2i J l cos v\ + 2i 3 / :, cos3i? + 2i 5 / 5 cos5i? 

+ 

Hieraus folgt durch Addition: 

(10) e izcosr i = 2 s n i n J n cos nr\, 

* = 

wo die Summation über alle positive ganze Zahlen hinläuft, und 
e n die vorhin eingeführte Constante vorstellt. 

Aus dieser Entwicklung (10) ergiebt sich nun unmittelbar 
(statt J n setzen wir wieder J n {z)): 

? 

(1 1 J i» J* (z) = — / e" cos * cos nij rfi? , 



1 **(*)= IT f* 



* 



oder, was dasselbe ist: 

(12) /"(*) = ( ~~ t)W Ce izcosr i cos «i/^, 

* eine Formel, welche, ebenso wie die Formeln (2.d) und (2.d') f 
i gültig ist für jedes beliebige n. 

§ 7. Uebergang von der Bessel'schen Function erster 
Art J n zu den Functionen zweiter Art n . 

Die Untersuchungen dieses § werden provisorischer Na- 
tur sein, nämlich angestellt werden auf Grund und mit Hülfe 
hypothetischer Voraussetzungen. 

Es handelt sich darum, neue Functionen aufzustellen, welche 
einer ^gewissen vorgeschriebenen Anforderung Genüge leisten. Un- 
sere erste hypothetische Voraussetzung besteht darin , dass diese 
vorgeschriebene Anforderung überhaupt erfüllbar ist, besteht also 
in der Annahme, dass die gesuchten Funktionen wirklich exi- 
stiren. 

Von dieser Hypothese aus führt ein directer, völlig siche- 
rer, aber höchst beschwerlicher Weg zu jenen unbekannten 
Functionen hin. Diesen Weg werden wir nicht betreten. Wir 
werden einen andern, indirecten Weg einschlagen, der aller- 
dings bequem, aber äusserst unsicher ist, der nämlich nur pas- 
sirbar sein wird mit Zuhülfenahme von drei Voraussetzungen, 
die wiederum völlig hypothetischer Natur sind. 

Ob also die Functionen, zu welchen wir in solcher Weise 
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gelangen , der vorgeschriebenen Anforderung wirklich Genüge lei- 
sten, wird durchaus zweifelhaft sein. Und dieser Zweifel wird 
erst beseitigt werden in späteren §§. 

Es seien x und y zwei beliebige complexe Variable, geome- 
trisch also dargestellt durch irgend zwei Puncte in der z Ebene. 
Ferner seien P{x), J l (x), J 2 (x), • • • • die dem Argumenta; ent- 
sprechenden Bessel'schen Functionen. Endlich mögen mit 0°(y), 
O l (y), 2 (y) , die dem Argument y entsprechenden unbe- 
kannten Functionen bezeichnet werden. Die vorgeschrie- 
bene Anforderung, der diese unbekannten Functionen genü- 
gen sollen, lautet: 

< L Ä > ;r-s = ^ ° 0(y) +2/1 W ° l (y)+ 2j2 (*) o*(y)+2j*(x) o\ y ) 

+ , 

und kann also, mit Benutzung der früher eingeführten Con- 
stanten : 

f === 1 » e l === e 2 === B 3 == S 4 == == ^ » 

auch so ausgedrückt werden: 

(M -^=^«»^) 0»(y). 

y x o 

Die unbekannten Functionen O n (y) sollen nämlich, wird gefor- 
dert, von solcher Beschaffenheit sein, dass diese Gleichung (l.a, b) 
entweder allgemein stattfindet bei völlig freier Beweglichkeit der 
Puncte x, y, oder wenigstens stattfindet, so lange die Bewegung 
jener Puncte beschränkt bleibt auf irgend welche Flächen- 
gebiete. 

Unsere erstte Hypothese besteht, wie schon angedeutet, 
darin, dass die einer solchen Anforderung entsprechenden Func- 
tionen O n (y) wirklich existiren. Von dieser Hypothese aus führt 
ein leicht findbarer directer Weg zur Aufstellung jener unbe- 
kannten Functionen. 

Wir schlagen einen andern, indirecten Weg ein, und be- 
ginnen mit folgenden Betrachtungen. Versteht man bei irgend 
einer Function f(x,y) oder f unter A und A' die Operationen: 



f> 



l^\ 






*f 


= 


dx* 


+ 


i 

X 


dx 


+ r. 


w 




A 


f = 


dy* 




3 

y 


df 
dy 


+ 




so 


ergiebt 


sich 
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V+ x _i_ 1 



/_L_\ « _s+* + 

\y-xj x{y—xy 



y — X 

oder 

a; 2 A l-^—\ =a a?(j/+J?) + -^-, 
\y—x) (y — a?) 3 ~ y — a?' 

oder, wenn man die Differenz y — # = w setzt, und u an Stelle 
von x einführt, 



d. i. 



X 2 A /_L_\ = (»— ')(»*-«) (y-u)* 

\y — x) m 3 u 



oder, wenn man nunmehr u wieder ersetzt durch seine eigent- 
liche Bedeutung y — x: 

\y— a?/ (y — a?) 3 (y — a?)* y—x w ' 

Diese Formel kann, wie leicht zu übersehen, auch so dargestellt 
werden : 

und kann daher mit Benutzung des in (2) eingeführten Opera- 
tionszeichens A' auch so geschrieben werden: 

(3) «»'(jFi)='»'''(^) -<* + «)• 

Die Gleichung (La, 6), deren Benutzung gestattet ist auf 
Grund unserer ersten Hypothese, führt nun mit grosser Leich- 
tigkeit, jedoch mit Herbeiziehung einer zweiten Hypothese, 
zu den Formeln: 

(4) i °» 

J(^) = 2e n J n {x) A'0»(y). 

Die hiebei erforderliche zweite Hypothese besteht in der An- 
nahme, dass jene durch irgend welche unbekannten Functionen 
O n (y) erfüllbare Gleichung (La, 6) gültig bleibt bei wiederholter 
Differentiation nach x, y. 

Die Substitution der Werthe (4) in die Gleichung (3) liefert 

(5) y + x=2 sJj»{x)-y 2 A'O n {y)— 0» (y) • x 2 AJ" {x)\ 
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Nun genügt die Bessel'sche Function J n (x) der (Seite 5 angege- 
benen) Differential-Gleichung 

welche mit Anwendung des io (2) eingerührten Operationszei- 
chens A auch so darstellbar ist: 

= JJ»(x)-£j»(x). 
Substituirt man diesen Werth von AJ H (x) in (5), so erhält man 

(6) y + x=2e n J»{x) (y 2 ^'0»(y) — » 2 0«(y)). 

Hier haben wir das Binom y + x vor uns, entwickelt in eine 
nach den J n (x) fortschreitende Reihe, deren Coefficicnten reprä- 
sentirt sind durch Functionen von y. 

Eine derartige Entwicklung des Binoms y + x lässt sich 
leicht noch in anderer Weise erhalten, nämlich durch Benutzung 
zweier früherer Formeln (Seite 7), welche, wenn man den dor- 
tigen Buchstaben z mit x vertauscht, so lauten: 

l=6 /°(*) +e 2 J*(x) a +6 4 / 4 W + 

x = U x P (x) + 3f 3 J*{x) + he h J h {x) + 

Wird die erste dieser Formeln mit y multiplicirt, und sodann 
die zweite hinzuaddirt, so ergiebt sich 

(7) y + x = e -yj»(x) + e. y yJ 2 (x) + e^yJ^x) + - • • ■ 

+ vi Ji ( x ) + V 3J *(*) + V 5 ^(*) + » 

eine Entwicklung, welche, ebenso wie die io (6), fortschreitet 
nach den J n [x) und Coefficienten besitzt, die unabhängig von 
x sind. 

Die dritte Hypothese dieses § besteht in der Annahme, 
dass diese beiden für das Binom y + x erhaltenen Entwicklun- 
gen (6) und (7) unter einander identisch sind, Sie führt uns 
augenblicklich zu den Formeln: 

y 2 A' O n (y) — n 2 O n (y) = y für jedes gerade n, 

(8) 

y 2 A O n (y) — n 2 O n (y) = n für jedes ungerade », 

Formeln, welche, mit Rücksicht auf die Bedeutung von A', in 
ihrer ausführlichen Gestalt so lauten: 
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(9) 

Eine etwas bequemere Gestall erhalten diese Differential-Gleichun- 
gen, wenn man 

(10) 0*{y) = y»- l Sl»(y) 

substituirt. Für die Functionen Sl n (y) ergeben sich alsdann die 
Gleichungen : 

wgfe) + ^ a^t) + ^ w = i B (gerades m)f 
(ii) 

d*Ä"(y) , 2 "+l d&*(y) , ,m « „ 

-Sp— + -J 1 " -^~ + Ä "W = ^+I (ungerades»). 

Für diese letzleren Gleichungen lassen sich gewisse parli- 
culäre Lösungen leicht finden mit Hülfe der Ansätze: 

Ä-M = yr + £+2 + £+1 + • • • • (Grades n). 

(12) 

Ä"M = pT+i + ^3 + ^jTB + ' • ' • (^gerades n). 

Die Constanten C lassen sich nämlich ohne Mühe der Art be- 
stimmen, dass den Gleichungen (11) Genüge geschieht. Auch 
findet man, dass diese C nur bis zu einem gewissen Range Werthe 
besitzen, später aber verschwinden, dass also die vorstehenden 
Ansätze zu particulären Lösungen führen von geschlossener 
Gestalt. 

Hieraus ergeben sich dann unmittelbar entsprechende parti- 
culäre Lösungen für die ursprünglichen Differential - Gleichungen 
(9). Sie lauten: 

o-W=^(i + ^+^^ + ^=^^ + ....) 

(gerades n) , 

• (ungerades «). 
Diese Werthe besitzen eine geschlossene Gestalt. Denn die 
in den Parenthesen befindlichen Reihen brechen von selber 
ab, wie man augenblicklich erkennt. 
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Die vierte und letzte Hypothese dieses § besteht end- 
lich in der Annahme, dass die eben gefundenen particulären 
Lösungen der Differential -Gleichungen (9) identisch sind mit den 
gesuchten Functionen, d/i. mit denjenigen Functionen O n {y), 
durch welche die in (1) gestellte Anforderung erfüllt wird. 

Dass solches in der That der Fall ist, wird später mit vol- 
ler Strenge nachgewiesen werden. Um aber diesen Nachweis 
fuhren zu können ist es erforderlich, dass wir die erhaltenen 
Functionen O n {y) näher ins Auge fassen. Um dabei eine grös- 
sere Symmetrie mit unseren früheren Untersuchungen über die 
Functionen J*{z) zu erzielen, werden wir den Buchstaben y ver- 
tauschen mit z. 

§ 8. Die Besser sehen Functionen zweiter Art O n . 

Die beiden Differential -Gleichungen (9) können (wenn man 
den Buchstaben y mit z vertauscht) zusammengefasst werden in 
die eine Gleichung: 

nA\ &F . 3 dF , / 1 **— 1\ 

M W + T äl + ( x *-) * = *«. 

wo dann g n eine gegebene Function von z vorstellt, von ver- 
schiedener Bedeutung je nach dem Werthe von n; nämlich: 

l 
Qn = ~ für jedes gerade n, 

(14. «) 

n 
ffn = -^i für jedes ungerade n. 

So hypothetisch die Untersuchungen des vorhergehenden § 

auch sein mögen, mit voller Gewissheit geht aus ihnen hervor, 

dass dieser Differential - Gleichung (14) genügt wird durch eine 

Function 0"(z), welche, jenachdem n gerade oder ungerade ist, 

dargestellt wird durch eine der beiden Formeln: 

(gerades n), 

(15. a) 



<?"(*)=£( 



1 J_ **- l2 4- (rf—l 'X w'-B«) , (**— l')(n»— 3* )(tt*-5*) 
' z* z*~ ' z % ' 



(ungerades «). 

Diese Formeln sollen von jetzt ab als die Defini- 
tion der Function O n (z) angesehen werden. Aus ihnen er- 
giebt sich, um einige Beispiele anzuführen: - . 
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o»« = --, 


(15.«') 


2 (z) = t + ?' 




*« = i + 5 + ™ 


und andererseits 


: 




o'M = £. 


(15.«") 


o 3 W = 5 + 3^ 




*M -£ + £ + *? 



Allgemein erkennt man aus den Formeln (15, a) und mit 
Rücksicht auf das Abbrechen dieser Formeln, dass O n (z) eine 

ganze rationale Function von — vom (n + l) len Grade 

ist, welche verschwindet für z = 00. 

Die beiderlei Werthe, welche O n (z) besitzt, jenachdem n ge- 
rade oder ungerade, können, auf etwas künstliche, für einige 
Untersuchungen aber vortheilhafte Art, in gemeinsame Form ge- 
bracht werden. Setzt man nämlich: 

Af = 1, 
A 2 n = «, 

Af = Tl'fl, 

Af =*.(«-l)(« + l), 

A s « — ».(» — 2)n(» + 2), 

A 6 " = n-(»-3) («-1) («+1) (« + 3), 

Af = n-(n-i)(n-2)n(n + 2)(n + i), 

u. s. w. , mithin allgemein : 

A p "=n-(n-p+3){n-p+5) (n-p+7) {n+p-3), 

und setzt man ausserdem: 

X, = fc^H. folglich X„ +p = lz-J=i)!^, 

so dass also K+p den Werth oder 1 besitzt, jenachdem n+p 
eine gerade oder ungerade Zahl ist, so erhält man für jedes be- 
liebige n: 

(15. ö»(*) =~£ X n + P A» z-p. 
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Die obere Grenze dieser Summe kann nämlich — oo gesetzt wer- 
den, weil die bei der Summation entstehende Reihe Ton selber 
abbricht mit einem gewissen Giiede. Bei geradem n verschwin- 
det der Factor X für jedes gerade p, so dass nur ungerade 
Potenzen von z übrig bleiben. Und ebenso sieht man, dass nur 
gerade Potenzen von z übrig bleiben werden, sobald n unge- 
rade ist. 

Eine andere und weit einfachere Darstellungsart ergiebt sich 
für die Functionen O n (z), wenn man die als Definition hinge- 
stellten Ausdrücke (15. a) in umgekehrter Weise (nach stei- 
genden statt nach fallenden Potenzen von z) ordnet. Mai) findet 
alsdann für jedes beliebige n den Werth: 

(15.6) *o»M = £g( i + ^ + 24 . 2n l 2B _ 4 + ) , 

wo unter s n wiederum jene schon oft gebrauchte Constante zu 
verstehen ist, welche den Werth 1 hat für n = 0, den Werth 2 
für n > 0. Diese Formel zeigt eine überraschende Aehnlichkeit 
mit der für J n (z) auf Seite 5 angegebenen Formel (2.6). Sie 
leidet aber an der Unbequemlichkeit, dass der in Parenthese ste- 
hende Ausdruck nicht von selber abbricht, des Abbruchs aber 
bedarf. Das letzte jenem Ausdruck noch einzuverleibende 
Glied lautet, jenachdem n gerade oder ungerade ist, entweder: 

oder: 

2.4- ..«-1.2«12.2k-4.. -n+l (^gerades n). 

Bemerkt mag noch werden, dass die Formel (15. b) auch so 
darstellbar ist: 

(15.C) *nO»(z)=^^-^~) + -j^^-) + J^iJ +•'• 

Der in Parenthese stehende Ausdruck bedarf hier wiederum 
des Abbruchs. Sein letztes Glied lautet entweder: 



y—J (gerades n), 

oder: 



n T 



XI -~- 

' ( — 1 (ungerades n). 

TL 2r~\ ^ «' 
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Die Function O n (z) ist, wie schon (Seite 14) bemerkt 
wurde, zu c h a r a k t e r i s i r e n als eine ganze rationale 
Function von — vom (n+l) ten Grade, welche verschwin- 
det für z=oo. Hiermit steht, wie man augenblicklich über- 
sieht, in unmittelbarer Beziehung der Abbruch der Ausdrucke 
(15.6,c). Diese Ausdrücke sind nämlich, dies können 
wir als allgemeine und stets gültige Regel hinstellen, 
jederzeit so weit fortzusetzen, als es verträglich ist 
mit dem eben genannten Charakter der Function O n (z). 

Endlich kann die Function O n (z) auch dargestellt werden 
durch ein bestimmtes Integral. Von den Ausdrücken (15. ä) aus- 
gehend findet man ohne erhebliche Anstrengung*): 

(IM o-W= / W«^ Hfeg+gjy. da . 



i- 



Schon die äussere Gestalt der Functionen J und verräth, 
wenn man einen Blick auf die Formeln (2.b) Seite 5 und (15. b) 
Seite 15 wirft, eine gewisse Zusammengehörigkeit dieser Func- 
tionen, ähnlich derjenigen, welche zwischen den Kugelfunctionen 
P und stattfindet. Dass eine solche Zusammengehörigkeit wirk- 
lich vorhanden ist, wird die weitere Untersuchung deutlich her- 
vortreten lassen. Mit Rücksicht hierauf mag es mir gestattet 
sein, den Namen der Functionen J auszudehnen auf die 0, näm- 
lich die /als Bessel'sche Functionen erster Art, die 
als Bessel'sche Functionen zweiter Art zu be- 
zeichnen. 

Ein Mangel in der erwähnten Analogie besteht allerdings 
darin, dass P und Q particuläre Lösungen ein und derselben 
Differential Gleichung sind, während die Functionen / und ver- 
schiedenen Differential-Gleichungen zugehören, nämlich den Glei- 
chungen (1.) Seite 5 und (14.) Seite 13. 

§ 9. Integral -Eigenschaften der Bessel'schen Functionen 
erster und zweiter Art. 

Die Function J n {z) wird durch eine Reihe (Seite 5) darge- 
stellt, welche nach positiven ganzen Potenzen von z fortläuft, 



*) Die Ableitung dieser Formel unterdrücke ich, weil von ihr im 
Folgenden kein Gebrauch gemacht werden wird. 
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und welche (ebenso etwa wie die Reihen für sinz und cosz) 
convergent ist für alle Puncte der z Ebene. Daraus folgt: 

( 1) Die Function J n (z) ist auf der z Ebene allenthalben eindeutig 
und stetig. Gleiches gilt von ihren sämmtlichen Ableitungen. 
Andererseits ergiebt sich aus der für O n (z) hingestellten Defini- 
tion (Seite 13.): 

(2) Die Function 0" (z) ist von der Form : 

0-<*)= z -4r + -S- + Ä + + 4- + f- 

wo A, 2?, C, • • • G, H Constante, und zum Theil = sind. Sie 
ist daher eindeutig und stetig in allen Puncten der z Ebene , ausser 
im Puncte 0. Gleiches gilt von ihren Ableitungen. 
Aus (1) ergiebt sich unmittelbar: 

(3) f* m {*) *"{*) dz = 0, 

wo die Integration auf der z Ebene hinerstreckt sein kann über 
eine beliebige in sich zurücklaufende Curve, und wo m t n irgend 
zwei beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen vorstellen. 
Ebenso ergiebt sich aus (2), dass die analoge Formel 

(4) fO' M (z) O n (z) dz = 0, 

gültig sein wird, sobald die in sich zurücklaufende Integrations- 
Curve ein Gebiet umgrenzt, welches den Uiisletigkeilspuiict 
der Functionen nicht in sich enthält. Beachtet mau aber, 
dass das Integral 



/ 



dz 
zPzt* 



hinerstreckt über einen um jenen Punct beschriebenen Kreis, 
verschwindet, sobald p, q positive ganze und von verschie- 
dene Zahlen sind, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die in (2) 
angegebene allgemeine Form der Functionen augenblicklich, 
dass die Gleichung (4) an die eben gemachte Beschränkung nicht 
gebunden ist, dass sie vielmehr, ebenso v\ie (3), güllig sein wird 
für jede beliebige in sich zurücklaufende lulegralious-Curve*). 



*) Streng genommen, muss vorausgesetzt werden, dass die Inte- 
grations-C.urve den Punct nicht berührt, weil sonst der Ausdruck 
unter dem Integral unendlich gross werden würde in dem Augenblick, 
wo die Integration diesen Punct passirt. dieselbe Voraus tzimg wird 
auch noch spät, rhin in diesem § gemacht werden. Sie liegt »o deut- 
lich zu Tage, dass ihre jedesmalige Krwahuung .überflüssig erscheint. 
Neumann, Theorie d. Bessel'schen Functionen. 2 
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Um endlich drittens die Integrale von der Gattung 
(5) j J>»{z)0»{z)dz . 

zu untersuchen, gehen wir zurück auf die Differential - Gleichun- 
gen. Setzen wir zur Abkürzung J m [z) = / und O n (z) = 0, so 
lauten jene Gleichungen (Seite 5 und 13) folgendermassen : 

(6) 

3*0 , 3 dO , , n'-K - 

1? + V Tz + ( l - ~1T) 0:= 9»' 
und können, wie leicht zu übersehen, auch so dargestellt werden: 

dz* * z dz + \ L i'J U ' 

(?) 

IT + T W + (1- Tt )t0 = zg n . 

Hieraus ergiebt sich, wenn man die erste Gleichung mit 
— zO, die zweite mit / multiplicirt, und dann beide addirl: 

('¥ — S0 + H'¥--°SD + 

H -*— zJO = *#„/, 



oder, wenn man zur Abkürzung / ~ zO ^- = ü setzt: 

dl/ t U . . o ^JO 



dz 



+ 2L + (m 2_ n2) ^ = ^ /f 



z 



oder wenn man mit z multiplicirt: 

z Tz + ü + ( m2 ~ n2 ) J0 = z2 9* J > 
oder, was dasselbe ist: 

(8) ¥ + ^~ *') J0 = Z ^nJ. 

Integrirt man diese Gleichung über eine beliebige in sich 
zurücklaufende Curve, so ergiebt sich: 

(9) (m 2 — n 2 ) f JOdz =J z 2 g n Jdz. 

Das Product z 2 g n ist (zufolge des Werthes von g n Seite 13) 
entweder = z, oder = n. Demnach ist z 2 g n J, ebenso wie /sel- 
ber, auf der z Ebene überall eindeutig und stetig, das über jene 
Curve hinerstreckte Integral fz 2 g n Jdz also = 0. Somit verwan- 
delt sich die Gleichung (9) in: 
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(10) {m 2 — n 2 )fjOdzz=0, 
oder ausfuhrlicher geschrieben, in: 

(10. a) (m 2 — n 2 ) / /"• (•*) O n (z) dz = 0. 

Hieraus folgt, dass 

(11) fj m {z)0 n [z)dz — 

sein muss, so oft die Zahlen m, n verschieden sind. 

Zu untersuchen bleibt schliesslich noch der Werth des Inte- 
grales (11) Jür den Fall m=m. Nach den Definitionen von J n [z) 
und n (z) 1 Seite 5 und 15, ist 

Jn ^ =-AS} + az2 + bzA + - • - •)• 

wo ö, ft, ... a, ß Constante sind, auf deren Werthe es 

hier nicht weiter ankommt. Hieraus folgt durch Multiplication : 

e n J»(z) 0»(z) =4 i 1 + Ä * + BzK + •"•) . 

wo A, B, . . . ebenfalls Constante sind. Integrirt man diese 
Gleichung über irgend eine in sich zurücklaufende Curve, so er- 
hält man 

e n Cj*{z)0»(z)dz= Tf • 

Hieraus aber folgt, dass das Integral 

(12) s H f J n (z) n (z) dz = 2 ni, oder = 

sein muss, jenachdem das von der Curve umgrenzte 
Gebiet den Punct enthält, oder nicht enthält. Vor- 
ausgesetzt wird dabei, dass die Integration um dieses Gebiet her- 
umläuft in positiver Richtung. 

Die einzelnen Ergebnisse in (3), (4) und (11), (12) können 
folgendermassen zusammengefasst werden. 

Versteht man unter J eine auf der z Ebene in geschlossener 
Bahn und in positiver Richtung herumlaufende Integration , so gel- 

ten die Formeln: 

/J m {z) J n {z)dz = 0, 

(13) fO m (z) 0»{z)dz = 0, 
fj m (z) 0>'(z)dz = k, 

wo m, n beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen sind* 
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Wenn das von der lntegrations - Curve umgrenzte Gebiet den 
Punct nicht enthält, so ist jederzeit 

k == 0. 
Enthält aber jenes Gebiet den Puhct in sich , so ist 

k = — , oder = 0, 

Bn 

jenachdem die Zahlen m, n gleich oder verschieden sind. 

Um jede Ungenauigkeit zu entfernen, ist schliesslich noch 
zu bemerken, dass einige der hier aufgeführten Formeln ungül- 
tig werden, sobald die Integrationscurve den Puncto berührt; 
wie sich solches sowohl aus der Beschaffenheit dieser Formeln, 
als auch aus ihrer Herleitung leicht erkennen lässt. Andere Aus- 
nahmefälle existiren nicht. 

§ 10. Becurrirende Eigenschaften der Bessel'schen Func- 
tionen erster und zweiter Art. 

Die Definitionen der Functionen / und führen, wie so- 
gleich erläutert werden soll, zu folgendem merkwürdigen Satz. 
Für jedes beliebige n (ausgenommen n = 0) ist: 

(14.«) 

2^) = o—i (z ) _ «+i( 2 ). 

Auf den Fall n = sind diese Formeln schon desshalb nicht an- 
wendbar, weil J~~ l (z) und 0~ 1 (z) ohne Definition geblieben sind. 
Diese Lücke findet ihre Ausfüllung in den Formeln 

?ja - - *w. 

(14.4) 

e& — oh». 

In Bezug auf diese Relationen herrscht also zwischen den beiderlei 
Functionen J und die vollständigste lieber einstimmung. 

Die Relationen für die / lassen sich auf Grund der festge- 
setzten Definition: 

(15) ^ n W=243 2 - (! — 2^+2 + 2^.2n+2.2/i+4 ~~ ) 

mit solcher Leichligkeit beweisen, dass ein näheres Eingehen 
hierauf überflüssig erscheint. 
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Mehr Mühe macht der Beweis bei den 0. Was zunächst den 
Fall n =3 anbelangt , so ergiebt sich die Relation (14. b) augen- 
blicklich aus den (Seite 14) gefundenen Werthen: 

o»W = T- 0, W = ^- - 

Um die den übrigen Fällen n > entsprechende Relation (14. a) 
zu beweisen, gehen wir aus von der Formel 

(16) 0*{z) = Ekn+ 9 Afz-* 9 
(welche Seite 14 besprochen ist). Aus dieser folgt: 

0»- l {z) = £ln+ p -i A p »~ l z-p, 

(17) 0»+i(*) = SK+p+t A p »+i z-p, 

dO»(z) 



dz 



= - EpX % + p A p *z-9-\ 



Die Summationen 2 sind hier erstreckt über p = 1 , 2, 3, oo. 

In den drei Ausdrücken (17) sind die Coefficienten von ir* fol- 
gende: 

(17. a) l -+ ,+ii" +1 » 

— (p — 1) A w4 . p .i ^"p-i. 

Diese Coefficienten nun müssen, falls jene Ausdrücke (17) der 
Relation 

2<^=ö"- 1 (*) - 0-+i(*) 
genügen sollen, von solcher Beschaffenheit sein, dass 

(16) — 2(p — 1) i+H/na^-iV- 1 ~ Wh V +1 

ist. Die Indices der drei A (nämlich n + p — 1 und n + p + l) 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade, die Grössen X 
selber also von gleichem Werth ; so dass die zu erfüllende Glei- 
chung sich reducirt auf: 

(17) — 2 (p—1) jp p - x = Ap»- 1 — A p »+\ . 

Dass diese nun aber wirklich erfüllt wird, zeigt sich augenblick- 
lich, wenn man für die A ihre Werthe (Seite 14) substituirt. 

Von Bessel selber wurde bereits eine Relation entdeckt, wich- 
tig für eine recurrirende Berechnung der Functionen /. 
Er fand nämlich: 
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Für jedes beliebige n [ausgenommen n = 0) ist 

(18) ?5 /*(*) = J»-*(z) + J*+Hz), 

eine Relation, welche auf den Fall n=0 schon desshalb nicht an- 
wendbar ist, weil J~" 1( K z) ohne Definition geblieben ist. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich, mit Zu- 
grundelegung der Formel (15), durch eine einfache Rechnung 
leicht überzeugen. 

Subtrahirt man von der Relation (18) die in (14. a) aufge- 
stellte Relation: 

2^ =/«-!(*) -/-H(z), 

so ergiebt sich: 

(19) T Jn & -^ ( - = '" +1 (*). 

Diese letztere Relation hat vor den früheren den Vorzug, dass 
sie nicht allein für n > gilt, sondern auch noch gültig ist für 
n = 0. Denn für n = verwandelt sie sich in 

(ia«) ■ - d -rr = '*(*). 

eine Formel, welche identisch ist mit (14. b). Somit können wir 
folgenden Satz hinstellen. 

Für jedes beliebige n (inclusive n = 0) ist; 

(20) /»+i W = JL ,»(«)__ ?*[£), 

eine Relation, welche je zwei aufeinanderfolgende der Functionen J 
miteinander verbindet. 

Rei den Functionen Eigenschaften zu entdecken, welche 
denen in (18) und (20) analog wären, ist mir nicht gelungen. 
Die in diesem § angegebenen Relationen sind für die Bessel'schen 
Functionen erster Art, nämlich für die /, schon von Bessel sel- 
ber abgeleitet worden*), und zwar mit Hülfe einer Methode von 
bemerkenswerther Einfachheit, welche hier kurz angegeben wer- 
den mag. Die Formel (Seite 6) : 

n 

J n (z) = — I cos (na) — z sin w) dm 



V' 



*) l. c. Seite 31 und 34. 
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verwandelt sich, wenn man zur Abkürzung 

(21) U= nco — z sin co 
setzt, in: 

(22) '"(*)= £ f cos U da. 

Gleichzeitig wird alsdann: 

n 

(23) J»~ l (z) = |- /" cos (17 — m) dm, 

1t 

(24) /"+ 1 (z) = £ f cos f [7 + co) rfco. 



Nun ist, wenn man z als constant, und nur- co als variabel an- 
sieht (nach 21): 

v d sin £7 = cos ü du = cos CT (ndco — z cos co rfco), 

und wenn man nun nach co integrirt zwischen und n: 

sin tf = n I cos OTco — z f cos ü cos co tfco. 

cö=0 

Diese Gleichung verwandelt sich mit Rücksicht auf (21) und (22) in. 

= Mt J n (z) — z I COS ü COS G> d<o, 



und liefert daher: 

n 

1 /* n 

(25) — l cos U cos co dos = — 7" (z). 



Nun ist allgemein: 

2 cos ü cos co = cos (U — co) + cos (U + w )> 
mithin : 

7t 1t 

— / cos [7 cos co tfco = — I (cos(U— a>) + cos (17 + co) jdco. 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (23), (24), (25): 
(26) ~ J n (z) = J n 'Hz) + /*+*(*). 
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Ferner ergiebt sich durch Differentiation der Formel (22) 
nach z: 



dJ»(z) 



— / sin ü sin cotfw, 



dz n 

o 
oder, was dasselbe ist: 

n 
2 ?^) = L r(cos{U—m)^cos(U+a)\ <to, 

also mit Rücksicht auf (23), (24): 

(27) 2 ^r- = /n_1 W — / n+1 W- 

Die Formeln (26) und (27) sind aber identisch mit den in (14) 
und (18) aurgestellten Relationen. 

Ein noch anderer Weg zur Herleitung dieser Relationen ist 
von Anger*) eingeschlagen. Anger geht aus von den (Seite '7 
angegebenen) Entwicklungen der Ausdrücke cos (z sin co) und 
sin (z sin co). 
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Entwicklung nach BessePschen Functionen, 

§ 11. Convergenz gewisser Reihen, deren Glieder durch 
Bessel'sche Functionen ausgedrückt sind. 

Wir bezeichnen mit Ä 00 und Rm folgende Reihen 

(1) Ä 00 = ^\/»(a;)O»(y), 

n=0 

(2) *i B T^Ä 
w «=o &* dy q 

und werden untersuchen, wie die Argumente x, y beschaffen 
sein müssen, damit diese Reihen convergent sind. 



*) Anger: „Untersuchungen über die Functionen 7*, mit Anwen- 
dungen auf das Kepler'sche Problem." Danzig. 1855. Seite 2 — 5. 
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Wir beginnen mit der Ableitung eines Hülfssatzes. Ist eine 
Function f(z) auf der z Ebene eindeutig und stetig innerhalb eines 
* beliebig gegebenen Kreises, und ist c irgend ein Punct inner- 
halb dieses Kreises, so wird nach der Cauchy'schen Formel 
(Seite 1) 

sein, wo die Integration positiv hinerstreckt zu denken ist um 
den Kreis. Hieraus folgt durch p malige Differentiation nach c : 

W dcP 2niJ (s-c)l4-i' 

Zum Puncte c wollen wir gegenwärtig den Mittelpunct des 
gegebenen Kreises nehmen. Setzen wir gleichzeitig, was die 
Randpuncte z anbelangt: 

z — c = qe <& 9 
mithin 

dz = $e i *idd', 
wo q den Radius des Kreises repräsentirt, so verwandeln sich 
die Formeln (3), (4) in folgende: 

(5) f(c)=±ff(z)d». 

m 33* = ££/**><-"**• 

Mit Hülfe des bekannten Satzes, dass der Modul einer Summe 
kleiner ist, als die Summe der Moduln: 

mod (u + v + nt + • • •) < mod u + mod v + mod w + • • • • , 
ergiebt sich nun aus der Formel (6): 

oder weil mod e-& 9 = 1, und mod d& = d& ist: 
(7) ">*gT<% i± f »o3 f(z) ■ ä*. 

Repräsentirt die Constante M den grössten Werth, welchen 
modf[z) innerhalb des gegebenen Kreises besitzt, so wird die 
rechte Seite der vorstehenden Formel, wenn man modf[z) durch 
jene Constante M ersetzt, noch weiter vergrössert werden. Um 
so mehr also wird 
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sein. Also : 

Ist f(z) innerhalb eines um den Punct c mit dem Radius q be- 
schriebenen Kreises eindeutig und stetig, und ist M das Maximum 
ihres Moduls innerhalb des Kreises , so ist jederzeit 

0> ** *&<%*-' 

Dieser Satz wurde schon von Cauchy aufgestellt*). 
Wenn ich die Begründung eines schon bekannten Satzes hier von 
Neuem dargelegt habe, so ist es nur geschehen, um die unbe- 
dingte Zuverlässigkeit desjenigen Fundamentes vor Augen 
zu fuhren, auf welches die nachfolgende Untersuchung basirt 
sein wird. 

Sind x, y zwei beliebig gegebene complexe Grössen, also 
irgend zwei gegebene Puncte auf der z Ebene, so sind (Seite 
5 und 15) die Besserschen Functionen J*(x), O n [y) dargestellt 
durch die Formeln: 

J W — Jfy 1 2T2S+2." 1 " 2-4.2» + 2.2«+4 _ ***')' 

(10) 

**<*)=& (l+ 2^2 + ÖS&^i + fi °')' 

Hier steht N zur Abkürzung für die Zahl 2 n Un. Die rechte Seite 
der ersteh Formel repräsentirt eine ins Unendliche fortschrei- 
tende Reihe, die der zweiten Formel hingegen einen Ausdruck, 
der bei einem gewissen Gliede abzubrechen ist. Solches soll 
angedeutet werden durch die zugesetzten inf. und fin. 

Mit Rücksicht auf den Satz, dass der Modul der Summe klei- 
ner ist als die Summe der Moduln, ergiebt sich nun aus (10): 

mod J» (x) < | (l + j^p. + 2 , 4 .^. 2b+4 + inf. ) , 

(11) 

mode n O»b) <^l + 2 -ii- 2+ 24 , 2n _;; 2>t _ 4 + fin.), 



*) Briot et Bouquet: Th. des fonctions doubl, pe'riodiques. Paris 
1869. Seite 44. 
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wo et den Modul von x, und ß den von y repräsentirt. Die 
rechten Seiten dieser Formeln werden, wenn man die in den 
einzelnen Gliedern vorhandenen Nenner verkleinert, noch wei- 
ter vergrössert. Um so mehr ist also: 

^/»(*)<^(l+4+Ä + iÄ + 1-f.). 

(12) 

«•tf'.O'&KjjSi (* +T + fi + iSä + fin - ) 

In der zweiten Formel endlich wird der Ausdruck rechts gegen- 
wärtig noch weiter vergrössert werden, wenn man seine Glieder 
nicht abbrechen, sondern (ebenso wie die in der ersten Formel) 
ins Unendliche fortlaufen lässt. Hierdurch ergiebt sich: 



(13) 



mod J" (x) < ?y- e" 



modZnO'iy) < ^ eN. 



Wir beschreiben auf der z Ebene um jeden der beiden ge- 
gebenen Puncte x, y einen Kreis vom Radius q. Innerhalb des 
einen Kreises sind alsdann das Maximum und Minimum von mod z 
repräsentirt durch « + Q und et — q. Desgleichen sind das 
Maximum und Minimum von mod z innerhalb des andern Kreises 
repräsentirt durch ß + q und ß — q. Zufolge der Formeln (13) 
wird daher das Maximum von mod J n (z) innerhalb des um x be- 
schriebenen Kreises kleiner sein als 

und andererseits das Maximum von mod s n O n (z) innerhalb des 
um y beschriebenen Kreises kleiner sein als 

(ß— ^) n + 1 
Hieraus aber folgt durch Benutzung des vorangestellten Hülfs- 
satzes (9) augenblicklich: 

mod topgL < Et <«M! «(.+,)(.+,) 

dxV qP N * 

(14) 

mod tn Ü£M < Hl *< 9 V+M+0. 
dyt Q2 {ß— q)»* 1 
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Anwendbar ist indessen jener Hülfssatz nur auf Functionen, welche 
innerhalb des gerade betrachteten Kreises eindeutig und stetig 
sind. Für die Gültigkeit der ersten Formel (14) resultirt hier- 
aus keinerlei Beschränkung; denn die Function / n (z) ist auf der 
z Ebene allenthalben eindeutig und stetig (Seite 17). Die 
Function O n {z) hingegen ist auf der z Ebene unstetig im Puncte 
0; die zweite Formel (14) wird demnach nur dann gültig sein, 
wenn der um y beschriebene Kreis jenen Unstetigkeitspunct 
nicht in sich enthält. 

Bisher waren die Puncte x, y auf der z Ebene beliebig 
gegeben gedacht. Fortan wollen wir annehmen, der Punct x 
liege dem Anfangspunct näher als der Punct y, also anneh- 
men, dass mod x < mod y, oder (was dasselbe ist) dass 

(15) a < ß 

sei. Gleichzeitig mag der Radius q der um x und y beschrie- 
benen Kreise so gewählt gedacht werden, dass 

(16) CC+Q<ß — Q 

ist, was dadurch zu erreichen ist, dass man q kleiner als ^^ 

macht. 

Denken wir uns also durch die 
Puncte x und z zwei concentrische 
Kreise gelegt, deren Mittelpunct in 
liegt, so wird (nach 15) x auf 
dem kleineren, y auf dem grös- 
seren Kreise liegen. Denken wir 
uns ferner einen dritten concentri- 
schen Kreis, welcher zwischen jenen 
beiden liegt, und von jenen gleich 
weitentfernt ist, §o wird dieser dritte 
Kreis (zufolge 16) von den beiden 
kleineren Kreisen, welche um x 
und y mit dem Radius q beschrieben sind, weder geschnitten 
noch berührt werden. Der kleine Kreis um y kann unter die- 
sen Umständen den Punct nicht in sich enthalten, so dass 
also der Anwendung der Formeln (14) auf den vorlie- 
genden Fall keinerlei Hinderniss entgegensteht. 

Multiplicirt man die beiden Formeln (13) mit einander, und 
summirt man das so erhaltene Product über die Zahlen 
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n=0, 1, 2, 3, ... . oo, so erhält man: 



(17) Tmod (enJ»(x)0*(y)) < e°°+M. lT ~ 

Zufolge (15) ist die Reihe rechts convtrgent, die Reihe links also 
ebenfalls. Hieraus aber folgt sofort, dass die in (1). zur Unter- 
suchung vorgelegte, mit i? 00 bezeichnete Reihe ebenfalls 
convergent ist. Denn es ist ein bekannter Satz, dass eine 
gegebene Reihe jederzeit convergiren muss, wenn feststeht, dass 
die ihr entsprechende Modulreihe convergirU 

Multiplicirt man ferner die beiden Formeln (14) miteinander, 
und summirt sodann wieder über «±=0, 1,2, 3, •••oo, so 
ergiebt sich: 



QP+4 ' n ^ tf-tf-H * 

Zufolge (16) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also 
ebenfalls. Somit ergiebt sich, dass die in (2) mit RM bezeich- 
nete Reihe ebenfalls convergent sein muss. 

So lange also et < ß, d. i. mod x < mod y ist, sind die 
Reihen R 00 und RM jederzeit convergent, ihre Werthe also ste- 
tige* Functionen von x, y. Als solche mögen sie bezeichnet 
werden mit R 00 (x, y) und Ä» (x, y). 

Wir betrachten die beiden Functionen: 

(19) R°°(x,y) = Zs n J»(x) 0»(y), 

(20) R"(x 9 y) = I!B m d -$£ 0»(y), 

immer unter der Voraussetzung, dass mod x < mod y ist. Da 
Ä 00 (x, y) eine stetige Function von x, y ist, so gilt Gleiches 
auch von ihren Ableitungen, z. R. von 

(2i) ™y^» 

Sind also x und y gegeben (der Bedingung mod x < mod y ent- 
sprechend), so werden die Ausdrücke (19), (20), (21) bestimmte 
endliche Werthe besitzen. 

Aus (19) folgt unmittelbar: 

(22) **(«+*• y)-*°°te«y) _ 27 e„ ^(H-»)-^*) ( y ) 9 
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wie klein die Grösse h auch gewählt werden mag. Durch Ver- 
kleinerung von h können wir aber den Ausdruck links beliebig 
nahe an die feste Grenze (21), und den Ausdruck rechts be- 
liebig nahe an die fest* Grenze (20) heranbringen. Daraus 
folgt, dass diese beiden Grenzen untereinander identisch sind, 
dass also 

( 23) ^i*d>L = R io (x> y) 

ist. Ebenso wird sich nachweisen lassen, dass 

(24) !*^-i*> = ** («, „, 

sein muss. Und durch weitere Fortsetzung des angegebenen Ver- 
fahrens wird man, wie leicht zu übersehen, finden, dass allge- 
mein 

W *-££>* = *"<*■" 

ist. Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendennassen zusam- 
menfassen. 

Sind Xj y zwei complexe, der Beschränkung mod x < mod y 
unterworfene Variable , und p, q beliebige Zahlen, so sind die Reihen 



2 e n J»{x)0»{y), 
«=o 
(26) 

^ dPJ»(x) dl 0» (y) 
nto " d*» dv* 

jederzeit conv er gent, ihre Werthe also stetige Functionen von 
x, y. Von diesen beiden stetigen Functionen kann die letztere da- 
durch erhalten werden, dass man die erster e pmal nach x und qmal 
nach y differenzirU 

§ 12. Fortsetzung. Summation der betrachteten Reihen. 

Halten wir nach wie vor an der Beschränkung fest: mod x 
< mod y t und setzen wir: 

n=oo 

(27 a.) /= Z s n J»(*)0»(y), 

oder kürzer ausgedrückt: 



lf=O0 



(276.) /= Z e n J»0», 

tK=0 
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so wird f eine stetige Function von x, y sein. Gleichzeitig 
werden alsdann, ebenfalls auf Grund des vorhergehenden Satzes, 
die Gleichungen stattfinden: 



(28) 



^ = *Zs n 0» ^ 



Nach den recurrirenden Eigenschaften der Bessel'schen Func- 
tionen (Seite 20) und mit Röcksicht auf die eigenthümlichen 
Werthe der Constanten e: 

• • = 2, 



*o = 1 > 




Ej f 2 f 3 f 4 . 


ist aber 






(29) 




*° dx — J ' 
8 ° dy ~ ° ' 


und ferner für 


jedes 


von verschiedene n: 


^ 


£, 


• dx ~ J J ' 


(30) 


*, 


cy 



Substituirt man diese Werthe (29), (30) in die Formeln (28), so 

erhalt man für -J- die Reihe: 

ox 

_ flO/l + O l(j0_/2) + 2( 7 1_J3) + 08(J»_/4) + f 

und andererseits für J- die Reibe: 

#y 

_J0 1 +/ 1(0O_0 2 ) +i/ 2( 1_ 3) + /3( 2_ 4) + 



Diese beiden Reihen bestehen, wie man sofort bemerken 
wird, aus genau denselben Gliedern, nur mit dem Unter- 
schiede, dass die Anordnung eine etwas verschiedene ist, und 
dass die Vorzeichen entgegengesetzt, sind. Somit ergiebt sich 

w . i- + f=°- 

Aus dieser partiellen Differential- Gleichung folgt sofort, dass die 
Function f nur von dem einen Argument y — x abhängen kann, 
also zu bezeichnen ist mit f(y — x). 
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Die Formel (27) kann demnach gegenwärtig so geschrieben 
werden : 



(32) f(y— x )= 2 e n J»(x) 0»(y). 

Die festgesetzte Beschränkung mod x < mod y erlaubt, x gleich 
zu setzen. Nach der Definition« der Bessel'schen Functionen 
(Seite 5) ist aber 

/>(0) = 1, J { (0) = J 2 {0) — / 3 (0) = = 0. 

Für den Specialfall x = geht unsere Formel (32) demnach 
über in: 

f[y) = *» 0«(y), 
oder, weil e = l 9 und 0° (y) = — ist (Seite 14), in: 

(33) f^=r 

Diese für ein beliebiges y erhaltene Gleichung bleibt richtig, 
wenn man dem y irgend welche Werthe, z. B. den Werth y — x 
beilegt. Hierdurch aber ergiebt sich: 

(34) f [ y- x)= A : 



y—x 

Substituirt man diesen für f(y — x) gefundenen Ausdruck in (32), 
so gelangt man zu folgendem wichtigen Satz: 

Sind Xj y complexe, der Bedingung mod x < mod y unterwor- 
fene Variable , so kann der Bruch in folgende Reihe entwickelt 

y — & 

werden : 

V x n=0 

Diese Entwicklung wird nämlich, so. lange die Bedingung mod x < 
mod y erfüllt ist, jederzeit gültig*) sein. 

Gleiches gilt von allen denjenigen Entwicklungen, die aus der 
vorstehenden Formel erhalten werden durch (beliebig oft wiederhol- 
tes) Differenziren nach x und y. 

Der hier angehängte Zusatz ergiebt sich unmittelbar durch 
Benutzung des vorhergehenden Satzes (Seite 30). 

Aus dem eben erhaltenen Resultat (35) ersehen wir, dass die 
Functionen in der That derjenigen Anforderung entsprechen, 



*) Siehe die Randbemerkung auf Seite 4. 
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welche ursprünglich (Seite 9) an sie gestellt wurde, und welche 
damals auf einem sehr hypothetischen Wege zu ihrer Entdeckung 
hinleitete. 

«■». 
§ 13. Entwicklung nach Bessel'schen Functionen 
erster Art. 

Auf der z Ebene mag ein Kreis beschrieben sein um den 
Punct 0, und f{z) mag eine beliebig gegebene Function sein, 
welche innerhalb dieses Kreises eindeutig und stetig ist. Be- 
zeichnet man die Randpuncte des Kreises mit z, und irgend einen 
Punct in seinem Innern mit c, so ist nach der Cauchy 'sehen 
Formel (Seile 1): 

(•) ' ru- &/«*£*■ 

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. Nach dem 
vorhergehenden Satz und mit Rücksicht darauf, dass mod c < 
mod z ist, erhalten wir: 

(2) z -^ = <o Ö°W J*(c) + h 0\z) P{c) + s 2 0*{z) P[c) + 

Die Bedingung mod c < mod z wird, weil z ein Punct am 
Rande des Kreises ist, erfüllt sein, so lange c innerhalb des 
Kreises bleibt (und nicht etwa hart an den Rand rückt). So 
lange also c innerhalb des Kreises sich befindet, wird die vor- 
stehende Entwicklung (2) gültig sein. 

Substituirt man den durch diese Entwicklung dargebotenen 
Werth von -— in die Formel (1), so erhält man: 

(3) f(c) = «o J°[c) + «i J x (c) + « 2 J* (e) + , 

wo die Coefficienten er folgende Werthe haben: 

( 4 ) «"^Sf/fM 0»{z)dz, 

die Integration positiv hinerstreckt um den gegebenen Kreis. 

Dass diese Entwicklung (3) gültig ist, so lange c innerhalb 
des gegebenen Kreises bleibt, unterliegt keinem Zweifel. Denn 
die in diesem Falle vorhandene Gültigkeit der Reihe (2) muss 
sich, wie leicht zu übersehen, übertragen auf die Reihe (3). 

Differenzirt man die Formel (3) pmal nach c, so ergiebt sich: 
#« »f{e)_ a dPJ°(c) dPJ^c) dPJHc) 

Neu mann, Theorie d. Bessel'schen Functionen, 3 
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Fraglich ist indessen, ob die so erhaltene Entwicklung des 
pten Differential-Quotienten von f[c) eine gültige ist. - 

Die Formeln (1) und (2) können (was bei der einen unmit- 
telbar evident, bei der andern eine Folge des vorhergehenden 
Satzes ist) beliebig oft nach c differenzirt werden, ohne dadurch 
in ihrer Gültigkeit beeinträchtigt zu werden. Bei p maliger Diffe- 
rentiation ergiebt sich: 

[} dcP 2 Tri J (z— c)H-i' 

CD <i^=.'.«'M^ + ' 1 o'W^ + 

Hieraus aber folgt, wenn man in der ersten Formel für - — ~—rr 

° (2— C)P+ 1 

denjenigen Werth substituirt, welchen die zweite darbietet: 
wo die Coefficienten ß folgende Werlhe besitzen: 

( 9 > ' ßn=^.ff(z)0*(z)dz. 

Die hier erhaltene Entwicklung (8) bleibt (ebenso wie die For- 
meln (6), (7), aus welchen sie entsprungen ist) gültig, so lange 
der Punct c im Innern des gegebenen Kreises liegt. Diese Ent- 
wicklung aber ist identisch mit der in (5), denn die Coefficienten 
ß in (9) sind identisch mit den Coefficienten a in (4). Hiermit 
ist die vorhin angeregte Frage erledigt. 

Wir können die Resultate unserer Untersuchung so zusam- 
menfassen (den Buchstaben z ersetzen wir dabei durch c). 

Für jede Function f (z), welche innerhalb eines Kreises mit dem 
Mittelpunct eindeutig und stetig bleibt, existirt eine Entwicklung : 

(10) f(z) = « J*(z) + a t J*(z) + * 2 J*(z) + ; , 

welche gültig ist für alle Puncie innerhalb des Kreises. 

Die Coefficienten a finden ihre Bestimmung durch die Formel 

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. 

Jede solche Entwicklung (10) kann, ohne Beeinträchtigung ihres 
Gültigkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden. 
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Sobald die Existenz einer gültigen Entwicklung von der 
Form (10) einmal nachgewiesen ist, kann man übrigens zu den 
Wertben der Coefßcienten a auch dadurch gelangen, dass man 
die Integral-Eigenschaften der Bessel'schen Functio- 
nen (Seite 19) in Anwendung bringt. Dieses Verfahren führt 
augenblicklich zu den in (11) bereits hingestellten Werthen, führt 
aber ausserdem (wie leicht zu übersehen ist) noch zu zwei Be- 
merkungen. Erstens ergiebt sich nämlich, dass die bei Berech- 
nung der a auszuführende Integration (11) hinerstreckt werden 
kann über eine beliebige geschlossene Curve, welche in- 
nerhalb des gegebenen Kreises liegt, und ein den Punct ent- 
haltendes Gebiet umgrenzt. Zweitens ergiebt sich, dass eine 
Entwicklung von der Form (10) bei jeder gegebenen Function 
f[z) immer nur auf einerlei Art bewerkstelligt werden kann. 

§ 14. Entwicklung nach Differential -Quotienten der 
Bessel'schen Functionen erster Art. 

Es sei wiederum ein Kreis gegeben, der in der z Ebene um 
den Punct herumläuft. Ist f (z) oder f innerhalb des Kreises 
eindeutig und stetig, so repräsentirt das vom Puncte in belie- 
biger Bahn fortgehende, in seiner Bewegung jedoch auf den ge- 
gebenen Kreis beschränkte Integral 



9 =j i 



f<Tz 



eine von z abhängende Function, welche ebenfalls innerhalb des 
Kreises überall eindeutig und stetig ist*). Nun ist ^=/ > - Dem- 
gemäss können wir uns auch so ausdrücken. Ist f innerhalb des 
Kreises eindeutig und stetig, so existirt jederzeit eine andere, 
mit denselben Eigenschaften behaftete Function <p, welche zu f 
in der Beziehung steht -?- = f. Nehmen wir nun 90 statt f, so 
ergiebt sich die Existenz einer dritten mit jenen Eigenschaften 
behafteten Function if/, welche zu g> in der Beziehung steht 
|^ c= 9, u. s. w. Demgemäss gelangen wir zu folgendem Satz. 

oz . 



*) Vergl. meine „Vorlesungen über Riemann's Th. der Abelschen In- 
tegrale" Seite 33ö. 

3* 



36 Zweiter Abschnitt. 

Ist die Function f {z) innerhalb des gegebenen Kreises eindeutig 
und stetig , so existirt jederzeit eine andere mit denselben Eigenschaf- 
ten behaftete Function F(z), welche zu jener in der Beziehung steht: 

(12) ^ = 'W- 

Durch Anwendung des vorhergehenden Satzes (Seite 34) auf 
die neue Function F(z) erhalten wir eine Entwicklung 

(13) F(z) = a J«(z) + a { P (z) + a 2 ß(z) + , 

welche gültig ist für alle Puncte z des gegebenen Kreises, und 
welche in ihrer Gültigkeit keine Beeinträchtigung erleidet durch 
beliebig oft wiederholtes Differenziren. Demnach gelangen wir 
durch p malige Differentiation zu einer Formel: 

(14) f(z) — -foT — <*o -%jT + «1 -&T + 

durch welche die ursprüngliche Function f(z) in gültiger 
Weise entwickelt wird nach den p Xen Differential -Quotienten der 
Bessel'schen Functionen. Wir haben somit folgenden Satz: 

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze Zahl, 
so wird für jede Function f(z) , welche innerhalb eines Kreises mit 
dem Mittelpunct eindeutig und stetig bleibt , eine Entwicklung exi- 
stiren : 

(15) f(z) — a ~^- +« ± -^r +cr 2 -^- + , 

welche gültig ist für alle Puncte innerhalb des Kreises. *) 

§ 15. Entwicklung nach BesseFschen Functionen erster 
und zweiter Art. 

Auf der z Ebene sei gegeben eine ringförmige Fläche, be- 
grenzt von zwei concentrischen Kreisen, deren Mittelpunct in 



*) Auf Grund der Seite 4 angegebenen Sätze, namentlich auch auf 
Grund des Thom Aschen Satzes, und durch Benutzung einer Methode, die 
vollständig analog ist der eben angewendeten, gelangt ^nan zu einem ähn- 
lichen Satz in Betreff der Kugclfunctionen, welcher so lautet: 

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze [Zahl, so 
wird für jede Function f(z), welche eindeutig und stetig bleibt innerhalb 
einer Ellipse mit den Brennpuncten z= + 1, eine Entwicklung exxstiren: 

f( z )- a drP °W I er dPPl(z) I g dpFt{z) + 

/ W — «0 dzp + «1 dzP +"2 frp + 

welche gültig ist für alle Puncte im Innern der Ellipse , und in welcher die 
a constante Coefficienten sind. 
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liegt; ferner sei f(z) eine beliebig gegebene Function , welche auf 
dieser Fläche überall eindeutig und stetig ist. Ist c irgend ein 
zu der Fläche gehöriger Punct, so erhalten wir (Seite 1): 

oder in genauerer Darstellung: * 

wo die Integrationen am Rande der Fläche in positiver Richtung 
hinlaufen, die erste am äussern, die zweite am innern Rande 
(wie solches angedeutet wird durch die Suffixe a und i). Die 
Richtungen der beiden Integrationen sind daher (vergl. die Aus-, 
einandersetzung auf Seite 1) 'untereinander entgegenge- 
setzt. Um beide Richtungen untereinander gleichlau- 
fend zu machen, ändern wir bei dem zweiten Integral das 
Vorzeichen. Diese Aenderung des Vorzeichens bewerkstelligen wir 
dadurch, dass wir in jenem zweiten Integral den Nenner z — c 
umändern in c — z, und erhalten alsdann: 

, _i_ r f(z)dz 1 r n%) dz 

' 2fft / z—c " r 2ni J c—z 

Die erste Integration geht nun nach wie vor am äussern 
Rande positiv herum; und die zweite am innern Rande ist mit 
der ersten gleichlaufend. Kurzer ausgedrückt: Reide Inte- 
grationen in (3) laufen positiv herum um deir Punct 0.*) 

Für das erste Integral in (3) ist mod c < mod z, also (zu- 
folge des Satzes Seite 32): 

(4) £35 = *o Ö° W J°(c) + e x 0t (*)/* (c) + s 2 0*(z) J>(c) +.... 

Für das zweite Integral hingegen ist mod z < mod c,' mit- 
hin (zufolge eben desselben Satzes): 

(5) ^ =to^ WO°(c) + « 1 J 1 W Ö 1 ( C )+£ 2 ^(:)Ö^) + .... 



(3) f(e) 



*) Betrachtet man einen Punct als eine unendlich kleine Kreisfläche, 
so wird eine (in grösserer oder geringerer Entfernung) um den Punct lau- 
fende Bewegung positiv genannt, sobald sie in gleichem Sinne stattfindet 
mit einer positiven Umlaufung jener kleinen Kreisfläche. Vergl. meine 
„Vorlesungen" Seite 72. 
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Durch Substitution dieser Entwicklungen (4) , (5) in die For- 
mel (3) ergiebt sich: 

(6) * f{e) = a Q J*(c) + «i Ji W + «2 ' 2 M + • ' • • 

+ ßoO°(c) + ß i OHc)+ß 2 0*(c) + , 

wo die Coefficienten a, ß folgende Werthe haben: 



(7) 



a » = ä ff® ° n ^ dz ' ß»^iff® JH W dz > 

die Integrationen ebenso hinerstreckt, wie bei (3) angegeben. 

Die Entwicklungen (4), (5) sind (Satz Seite 32) jederzeit 
gültig, so lange c im Innern der gegebenen ringförmigen Fläche 
bleibt (und nicht etwa hart heranrückt an ihren äussern oder 
innern Rand). Gleiches gilt daher auch von der Entwicklung (6). 
Ausserdem ist zu bemerken, dass diese Entwicklung (6) bei wie- 
derholter Differentiation nach c in ihrer Gültigkeit nicht beein- 
trächtigt wird , wie sich solches leicht durch eine Betrachtung 
erweisen lässt, ähnlich derjenigen auf Seite 34. Wir gelangen 
somit zu folgendem Satz: 

Für jede Function f (z) , welche eindeutig und stetig ist auf 
einer von zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunct be- 
grenzten ringförmigen Fläche existirt eine Entwicklung: 

(8) f(z) = a J»(z) + a % P(z) + a 2 J*{z) + 

+ ßoO°(z)+ß 1 OHz) + ß 2 0*(z) + , 

welche gültig ist für alle Puncie jener ringförmigen Fläche. 

■ Die Coefficienten «, ß finden ihre Bestimmung durch die For- 
meln: 

wo die Integrationen , am äussern und innern Rande der Fläche hin- 
laufend, eine positive Bewegung haben um den Punct 0. 

Jede solche Entwicklung (8) kann y ohne Beeinträchtigung ihres 
Gültigkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden. 

Die Formeln (9) sind eigentlich überflüssig. Denn sobald die 
Existenz der Entwicklung (8) nachgewiesen ist, kann man die in 
ihr enthaltenen Coefficienten cc, ß unmittelbar bestimmen durch 
Anwendung der Integral-Eigenschaften der BesseTschen 
Functionen (Seite 19). Bei dieser Methode der Coefficientenbe- 
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Stimmung ergiebt sieb, dass die Integrationen in den Formeln (9) 
nicht nothwendig gebunden sind an die beiden Randcurven, dass 
sie vielmehr ebensogut auch hinerstreckt werden können über eine 
beliebige geschlossene Curve, welche innerhalb der gege- 
benen ringförmigen Fläche liegt und ein den Punct enthalten- 
des Gebiet umgrenzt. Ferner ergiebt sich aus jener Methode, dass 
eine gegebene Function f{z) in eine Reihe von der Form (8) 
immer nur auf einerlei Art entwickelt werden kann. 

§ 16. Beispiele für die Entwicklung nach Bessel'schen 
Functionen erster und zweiter Art. 

Eine positive ganze Potenz von z ist auf der z Ebene überall 
stetig, also zufolge des Satzes (Seite 34) darstellbar durch eine 
nach den J*[z) fortschreitende Reihe, welche auf der z Ebene, 
allenthalben gültig bleibt. Hit Hülfe jenes Satzes gelangt 
man, was die geraden Potenzen anbetrifft, zu folgenden Re- 
sultaten: 

1 =J*(*) + 2 J*(z) + 2 J*(z) + 2 J«(z) + 2 J*{z) + , 

z 2 — 2 2Jnn /»(*), 
(1) z« =s 2 27(fi — 2) nn {n+ 2) J»(z), 

2 6 = 2 £{n— 4) (»— 2) nn (n + 2) (n + 4) /»(*), 



wo die Summationen U hinzuerstrecken sind über die Zahlen 
n=0, 2, 4, 6, 8, • • • • oo. Andererseits erhält man für die 
ungeraden Potenzen die Formeln: 

z =fs2 2nJ»(z), 

z* = 2 27(n— 1) n (n + 1) J n [z), 

(2) z* = 2Z (ii— 3) (ii — 1) n (n + 1) (» + 3) /*(*), 

z 1 = 2 2 (»— 5) {n—S) (n — 1) n(n + l) (n + 3) (it+5) /"(*), 
t 

wo die Summationen £ hinlaufen über n = 1, 3, 5, 7, • • • • oo. 

Diese Entwicklungen (1) und (2) sind also gültig für 

jeden beliebigen Werth von z, gültig für sämmtliche 

Puncte der sEbene.*) 

Eine. negative ganze Potenz von z ist auf der z Ebene überall 



•) Die erste der Formeln (1) und die erste der Formeln (2) sind iden- 
tisch mit den auf Seite 7 gefundenen Formeln (6. a, b). 
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stetig, ausser im Puncte 0, und muss daher (zufolge des Satzes 
Seite 38) darstellbar sein durch eine nach den J n (z) und 0"(z) 
fortschreitende Doppelreihe, und zwar durch eine Doppelreihe, 
welche auf der z Ebene, mit Ausnahme des Punktes 0, überall 
gültig bleibt. Bestimmt man die Coefficienten dieser Reihe durch 
die (Seite 38) gegebenen Formeln , so findet man, dass die Coef- 
ficienten der J n (z) sämmtlich verschwinden, und dass anderer- 
seits die Coefficienten der n (z) nur bis zu einem gewissen Range 
hin Werthe besitzen, später aber ebenfalls verschwinden. Man 
erhält daher für jede negative ganze Potenz von z ein gewisses aus 
den n (z) zusammengesetztes Aggregat. Setzt man zur Abkürzung 

(3 ) 2P-Hn P n q = c *"t' 

so ergeben sich für die geraden Potenzen folgende Formeln: 

z-* = 2C 01 0i(*) f 

z-* = 2C I2 0i(z) + 2C 03 O3(z), 

(4) *-• = 2C 2Z 0*{z) + .2C H CP(z) + 2<7 06 0*(*) f 

z~* = 2C U 0*(z) + 2(7 a 0\z) + 2C 16 0*(z) + 2C 01 7 (z), 

Andererseits findet man für die ungeraden Potenzen: 

z" 1 = C 00 00(z) t 

z-* = C n O»(z) + 2<7 02 Ö*(z), 

(5) *-* = C. n (fi[z) + 2C 13 0»(*) + 2C 04 0*(*), 

*~ 7 = ^33 Ö°W + 2C 24 0*(z) + 2C Xh 0*(z) + 2C 06 0«(z), 

Am leichtesten gelangt man übrigens zu diesen Darstellungen (4), 
(5) dadurch, dass man ausgeht von der (Seite 32 gefundenen) 
Entwicklung: 

^r c = n T* n j»(c)o*(z) t 

welche gültig bleibt, so lange mod c < mod z ist. Differenzirt 
man diese Formel wiederholt nach c, und setzt dann jedesmal 
c=0, so erhält man successive die Werthe von z" 1 , z~ 2 , z~ s , 
z- 1 , 

Als weitere Beispiele für die Entwicklung nach Bessel'schen 
Functionen mögen noch folgende Formeln angeführt werden: 

cos*= J*{z) — 2P{z) + 2J*{z) - 27 6 («) + , 

(8) &inz=z2J i (z) — 2ß{z) + 27»(z) - 2J 7 (z) + •• , 

J»{c+z)= J»{c)J°(z) - 2P{c)P{z)+2J*{c)J*{z) — 

-2J»(tf)V»(*)+ , 
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wo in der letzten c eine beliebige Grösse repräsentirt. Diese 
Entwicklungen (6) sind gültig für beliebige Werthe 
von z, also gültig für sämmtliche Puncte der zEbene. 
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Die Bessel'sche Differentialgleichung. 

§ 17. Die zur Besser sehen Function J° eomplementäre 
Function F°. 

Die Function J°(z) oder 7° ist (Seite 5) eine particuläre 
Lösung der Gleichung 

(i) W = f? + ilJ + '-o. 

deren linke Seite zur Abkürzung bezeichnet sein mag mit [i* 1 ]. 

Es sei T°(z) oder Y° die andere particuläre Lösung die- 
ser Gleichung. Um Y° zu finden, setzen wir nach bekannter 
Methode: 

(2) r° = j»u 9 

und erhalten dann für U die Gleichung: 

\z "*" jo dz) dz "*" dz % "" ' 

O FI 

Hieraus folgt, wenn man mit -^- dividirt und integrirt: 

log x + 2 log /° + log ^ = Const 
oder: 

oder, wenn man die willkührliche Const. gleich nimmt: 

dJO_ l_ 

dz ~ zJ»Jo' 

U selber ist daher dargestellt durch das unbestimmte Integral: 



*= f-fr 



xjojo 
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Substituirt man diesen Werth in (2), so erhall man die gesuchte 
zweite particuläre Lösung 

(3) r=^ /,-£» 

Nun ist (Seite 5): 



(4) 


** z* z 8 

J Q — 1 .1. -1- ...... . 

22 T 2-4-2-4 2*4-6-2-4-6 T 


Hier 


aus folgt: 


(5) 


J.,o -;(i + ^ + ä« + ^ + ) 



wo A } B, C, Zahlen sind, die sich bei einiger Geduld leicht 

berechnen lassen, indessen kein sehr einfaches Gesetz befolgen. 
Substituiren wir den Werth (5) in die Formel (3), so erhalten 
wir : 

(6.«) r<> = /»iog* + /°^-f + b ± + c £ + y 

oder, wenn wir den zweiten Theil dieses Ausdrucks mit 20° be- 
zeichnen: 
(6.6) F° = J°logz + &>. 

JE ist das Product zweier unendlichen Reihen, deren eine 
J° selber ist. Jede von diesen Reihen läuft fort nach positiven 
ganzen Potenzen von z. Demnach steht zu vermuthen, dass JE 
eine Function sein werde, welche auf der z Ebene eindeutig und 
stetig ist*). Ist solches der Fall, so muss E° entwickelbar sein 
in eine nach den J n (z) fortschreitende Reihe (zufolge des Satzes 
Seite 34). Auch werden alsdann in dieser Entwicklung nur die 
geraden J n (z) vorkommen können, weil jede der beiden Rei- 
hen, aus denen jE° besteht, nur gerade Potenzen von z enthält. 

So werden wir dahin geführt, für die zweite particuläre Lö- 
sung F° folgenden Ansatz zu versuchen: 

(7) F° = J« log* + ccJ» + ßJ 2 + yJ* + dJ« + 

Zu untersuchen ist also, ob die cc, ß, y, d, • • • • der Art be- 
stimmt werden können, dass diese Reihe der Differentialgleichung 
(1) Genüge leistet, und zweitens, ob die so entstehende Reihe 
brauchbar, d. h. convergent ist. 



*) Mit Bestimmtheit lässt sich hierüber einstweilen noch nicht urthei- 
len , weil wir mit der Natur der einen in E° als Factor auftretenden Reihe 
unbekannt sind, und nicht wissen, ob dieselbe convergirt, oder auf wel- 
ches Gebiet ihre Convergenz beschränkt ist. 



' Die Bessel'sche Differentialgleichung. 43 

Bildet man den in (1) angegebenen Ausdruck 

(8) W-g + J-g+j. 

für die Function F = /°.log*. und beachtet man dabei, dass 
J° selber der Gleichung (1), d. i. der Gleichung [/°] = Ge- 
nüge leistet, so erhält man: 

(9) [/« log*] = -f %■ 

jj Um ferner jenen Ausdruck \F\ für die Function F==J n zu 
erhalten, bemerken wir, dass diese ^Function (nach Seite 5) Ge- 
nüge leistet der Differential-Gleichung: 



dV» . l dJ* 



n l 



i* 



+ j» = ^j*. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber identisch mit [/"]. Wir 
erhalten daher: • 

(10) [/-] = | J». 

Hieraus folgt für n = : 
(11. a) • [/°] = 0, 

und andererseits für n > 0, mit Rücksicht auf die recurriren- 
den Formeln (Seite 22): 
(11.6) [7*] = £ (7»-i + /*M). 

Endlich ergiebt sich aus (9), mit Rücksicht auf die Differential- 
Formeln (Seite 20): 
(11. c) [/Mog.z] = - | A 

Zufolge unseres Ansatzes (7) ist 
(12) [n=[^ , logz] + a[jo] + i 3[y2] + y[y4 ] + c , [/ 6 ] + f 

also mit Benutzung der in (11. a,b,c) gefundenen Resultate: 
[F»] = - f /' + £(/'+./*) 

+ y (/• + /») 
(13) + ?? (j. + r) 

+ "-• 
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Soll nun 7° eine particuläre Lösung der Differential -Gleichung 
(1) sein, also Genüge leisten der Gleichung [F°] = 0, so muss 
der vorstehende Ausdruck verschwinden. Solches aber geschieht 
in der That, sobald man die Coefficienten j3, y, d, s, • • • • den 
Relationen 

_2+0=O, lß + 2y=0, 2y+3d=0, 3<J + 4*=0, etc. etc. 
unterwirft, d. i. sobald man für jene Coefficienten folgende Werthe 
wählt: 

(14) 2=+ß = — 2y = + 3<J =—4« = + 5f = «2 

Substituirt man diese Werthe (14) in (7), so wird: 

(15) 7° = /° log z + cc J° + 

+ 2 (t /2 -|^+I j6 -t /8 + -; )■ 

9b haben wir für die zweite particuläre Lösung der vorge- 
legten Differential -Gleichung (1), durch Benutzung der Functio- 
nen J n , eine nach einfachem Gesetz fortschreitende Reibe gefun- 
den. Dass diese Reihe stets (und zwar ziemlich stark) conver- 
girt, unterliegt keinem Zweifel. Um sich davon zu überzeugen* 
braucht man nur einen Blick auf die früher für z, z 2 , z 3 , 
gefundenen Entwicklungen (Seite 39) zu werfen, die nicht ab- 
nehmende, sondern wachsende Zahlencoefficienten enthalten, und 
(wie strenge bewiesen ist) trotzdem convergent sind. 

In dem für Y° erhaltenen Werth (15) ist der Coefficient et 
willkührlich geblieben, was a priori zu erwarten stand, weil die 
mit cc multiplicirte Function J° schon an und für sich eine Lö- 
sung der gegebenen Differential -Gleichung ist. Der Einfachheit 
willen setzen wir cc = 0. Das so erhaltene Resultat mag, mit 
Rücksicht auf unsere ferneren Untersuchungen, folgendermassen 
formulirt werden. 

Die beiden* particulären Lösungen der Differential - Gleichung 

( 16 > U + T f + *■ = <>> 

sind dargestellt durch die BesseVsche Function 7°, und durch eine 

gewisse andere Function F°. Diese letztere wird repräsentirt durch 

das Aggregat: 

(17) Y» = Z° ± JB°, 

wo Ifi und E° folgende Bedeutungen haben : 
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Z° = J° log*, 

(18) 

EP ist hier dargestellt durch eine stets convergente Reihe, und ist da- 
her eine Function von z, welche auf der z Ebene allenthalben ein- 
deutig und stetig bleibt*) 

Die vollständige Lösung der Differential -Gleichung (16) 
wird lauten 

AJ* + BIP, 
wo A, B willkührliche Constanten sind. 

§ 18. Die Function 7° ausgedrückt durch ein bestimmtes 

Integral. 

Für ein gerades n, also für n = 2p haben wir (Seite 6) ge- 
funden : 

n 

iac\\ r9« /*cos (z sin to) n . 

(19) J 2 p = / cos 2p(n dm. 

o 

Substituiren wir diese Werthe der Functionen J 2 p in die für E° 

gefundene Reihe (18): 

(20) & T*J=&.j*>. 

so erhalten wir: 

n 

(21) E» = jr^Sj^LSi V Y 2 (- 1 > cos *P"\ dco, 

oder, was dasselbe ist: 

(22) E° = lim. /7 cos (z sin a)* *^? 2 (— a)P cos2p<p \ rffl| 

a=1 ^ \ — * P =t P ) 



*) Zu bemerken ist, dass Z° and E° den Gleichungen 
0«^ , 1 dF , „ , 2 m . 

Genüge leisten, wo das obere Zeichen zu nehmen ist bei E°, das untere 
bei L\ 
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Nun ist bekanntlich: 

(23) log (1 + 2a cos 2 w + a 2 ) =log (1 + cte 2io >) + log (1 + ae~ 2< % 

*£* 2(— a)P cos 2 p» 

~ „=i P 

Durch Benutzung dieser Formel können wir dem Werthe von E° 

(22) folgende Gestalt geben : 

n 

(24) E Q = lim. f co * {z 8in -^ log (1 + 2a cos 2 co + a 2 ) ch>, 

a=l J n 



oder, wenn wir die Operation lim. wirklich ausführen: 

(25) 0= f C08(z J ina,) log (4 cos**,) da>. 

o 

Nun ist nach (18): 

Z° = J° logz, 

oder wenn J° durch das bestimmte Integral (19) ausgedrückt 
wird: 



(26) zo= r «*i****) logzd(X) . 



Es ist aber Y° = Ifi + £°. Durch Addition der Formeln 
(25), (26) ergiebt sich daher für 7° folgender Werth: 

1t 

(27) F° = — / cos (z sin w) log (4 z cos 2 ©) den. 

Andererseits ist nach (19): 

(28) /° = ± f cos (z sin a>) <fo>; 

Die vollständige Lösung der Gleichung (16) ist. 
F = AJ Q + BY°, 
wo A, B willkührliche Constanten sind, und nimmt daher bei 
Einsetzung der Werthe (27), (28) folgende Form an: 

(29) F = ^ C cos [z sinw) (a + B log (4 z cos 2 w) ^ da. 

Führt man statt A, B andere willkührliche Constanten C, D ein« 
indem man setzt: 
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J + BJogA = L==D 

so ergiebt sich: 

n 

(30) F = /cos (z s\ri(o)(c + D log (z cos 2 ») \ da. 

Somit haben wir in (27), (28) und (30) die beiden particu- 
lären und die vollständige Lösung der Differential - Gleichung 
(16) in Form bestimmter Integrale ausgedrückt. 

Zu der Formel (30) für die vollständige Lösung kann man 
übrigens auch gelangen durch Benutzung einer Untersuchung Ton 
Poisson. 

Poisson hat 4 ) für die partielle Differential-Gleichung 

(31) W = a (äz« + T di)' 

in welcher t, z die unabhängigen Variablen sind, und a eine 
gegebene Constante ist, folgende Lösung gefunden: 

(32) u = i(f{z cosm+ at) +F (z cos m+at) log (z sin 2 coA tfo, 

wo /\ F willkührüche Functionen sind. Nimmt man für diese 
Functionen die Function Cosinus, multiplicirt mit willkuhrlichen 
Constanten C, D, setzt man also (für ein beliebiges Argumenta:): 

f(x) = C cos x, F (x) a D cos x, 

so erhält man an Stelle von u folgende besondere Lösung : 

n 

U t = I cos (z cos m + at) (c + D log (z sin 2 ©) \ da). 

Da die Gleichung (31) nur das Quadrat von a enthält, so muss 
derselben auch dann Genüge geschehen, wenn man tp U i die 
Constante a mit — a vertauscht. Bezeichnet man die so entste- 
hende Lösung mit U 2 , so ist: 



ß, c=a / cos (z cos a> — at) fc + D log {z sin 2 ») j 



<fa. 



*) Journal de l'e'cole polytechnique. Cahier 19, Seite 227. Auch auf 
Seite 476 finden sich hierher gehörige Bemerkungen, die nnsern Gegen- 
stand sogar noch näher betreffen, die leider aber mit sehr störenden 
Druckfehlern behaftet sind. 
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Da nun aber XJ i und ü 2 Lösungen der vorgelegten Differential- 
Gleichung sind, so ist offenbar \ (U i + ü 2 ) ebenfalls eine Lö- 
sung derselben. Bezeichnet man diese letztere mit U, so wird 

(33) U= cos (a t). /cos (z cos ©) ( C + D log (z sin 2 a>) j <to , 

o 
eine Formel , welche zur augenblicklichen Abkürzung so geschrie- 
ben werden mag: 

(33. a) ff=cos(a/). fy{a>)d(a. 

o 
Die Function ip (a>) besitzt auf der Kreisperipherie (d. i. für die 
zwischen und 2n liegenden Argumente co) eine Wertbenreibe, 
• welche, den vier Kreisquadranten entsprechend, aus vier con- 
gruenten Abschnitten besteht. Sie verhält sich in dieser Hin- 
sicht ebenso wie etwa die Function cos 2 ©. Demzufolge hat das 
Integral fip (co) da> f mag man nun die Integration über die bei- 
den ersten Quadranten, oder mag man sie über den zweiten 
und dritten Quadranten hinerstrecken, in beiden Fällen ein 
und denselben Werth. D. h. es ist: 

n n 

I i\> (co) da = / i\> | -|- + n J da. 
*o u 

Hierdurch geht die Formel (33. a) über in 

7t 

U= cos (at). ( ib l^r + co) da, 



»M- JV(y + ») 



d. L, wenn man die eigentliche Bedeutung von ty restituirt: 

7t 

(34) tf öcos (at). I cos (z sin co) ( C + D log (z cos 2 co) j dm. 

Dieser Ausdruck U leistet also der Gleichung (31) Genüge. 
Substituirt man denselben in jene Gleichung, so zeigt sich, dass 
der mit cos (at) multiplicirte Factor: 

7t 

(35) V = / cos (z sin©) (c + D log (z cos 2 «) j da> 
Genüge leistet der Gleichung: 
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W .5? + *£+'-* 

Jenes V ist aber behaftet mit zwei willkührlichen Constanten C, 
D, und ist daher die vollständige Lösung dieser Gleichung, 
oder (was dasselbe) die vollständige Lösung der Gleichung 
(16). So sind wir hier zu genau demselben Resultat gelangt, wie 
vorhin in (30) auf ganz anderm Wege. 

§ 19. Die Functionen 7° und F° für sehr grosse 
Argumente. 

Die Differential - Gleichung 

( 37 > 'S + t* + *-<>■ 

deren particuläre Lösungen J°(z) und Y°{z) sind, kann (wie leicht 
zu übersehen) auch so dargestellt werden: 

(37 . a) »Sgl) + ( 1 + ^ F/ - z _ 

Sie wird daher, falls z äusserst gross wird (mithin —^ gegen 1 
vernachlässigt werden kann), übergehen in: 

Daraus folgt, dass jede der Differential -Gleichung (37) genügende 
Function F 4ur den Fall eines äusserst grossen z dargestellt sein 
wird durch die Formel: 

Ff/ z = et cos z + ß sin z % 
oder: 
/oqx t» et cosz + ßsinz 

wo et, ß Constante sind. Solches muss also z. B, auch stattfin- 
den bei den Functionen J°(z), Y°(z). Also: 

Für ein äusserst grosses z sind die Werthe der Functionen 
J°(z), Y°(z) dargestellt durch die Formeln: 



(39) 



J (z} - ~V7 ' 

VOM — C C0S * + D 8 '° * 

Y w ~ Tz ' 



Nett mann, Theorie d. Bessel'schen Functionen. 
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wo A, J£, C, D Constante sind.*) Die Functionen /°(z), Y 6 (z) ver- 
schwinden daher, sobald man ihnen ein reelles Argument zuer- 
theilt, und dieses ins Unendliche anwachsen lässt. 

Für J"{z), [Y"z) ergeben sich analoge Formeln , von denen in 
(39) nur verschieden durch andere Werthe der Constanten A, B, C, D. 

§ 20. Die zur Bessel'schen Function /" complementäre 
Function Y n . 

Es mögen F und G zwei Functionen von z vorstellen , welche 
den Differential • Gleichungen 



(1) 


&F 1 dF n* 

^r + T fc + F — T* F ' 


(2j 


d*G , 1 dG " (n+1)* 

dz* ~*~ z & -t- fr — ., 



Genüge leisten sollen. Wir werden zunächst ein einfaches Ver- 
fahren angeben, um G zu ermitteln, falls F bekannt sein sollte. 
Durch die Substitutionen: 

(3) F = z» %, 

(4) G = z*+ l © 

ergeben sich für die adjungirten Functionen % und ® fol- 
gende einfachere Gleichungen: 

(5) ll + ^f+S = 0, 

(6) g + 2 -^ ^ + ® = o. 

Die Gleichung (5) geht, wenn man sie nach z diflerenzirt, 
über in: 

Andererseits kann die Gleichung (6) in die Form versetzt wer- 
den: 

(M ^ + *=±! a -f-> + («•) = ^ (*©)• 

Ein Blick auf die Gleichungen (5.a) und (6.o) zeigt, dass 
eine der letztern genügende Function ® sofort gefunden werden 
kann, sobald eine der ersteren genugende Function g bekannt 



*) Die Constanten A und B sind von Poisson (Journal de l'e*cole po- 
lyt. Cahier 19. Seite 352) bestimmt worden. Es ist A = B= -p=~* 



t>ie Bessel'sche Differentialgleichung. 51 

ist, zeigt nämlich, dass man zu diesem Zweck nur z ® = ~^, oder all- 
gemeiner 

(7) *® = *§f 

2u machen braucht, wo K eine beliebige Constante sein kann. 
Wir können z. B. IC— — 1 setzen, und haben dann die Formel: 

(8) ® = _i §8. 

Dieser Zusammenhang zwischen den adjungirten Functio- 
nen %, ® überträgt sich unmittelbar auf die primitiven Func- 
tionen F, G. Ersetzt man nämlich die in (3), (4) eingeführten 
Functionen % und ® durch ihre eigentlichen Bedeutungen: 

g = *-» . F, 

so verwandelt sich die Formel (8) in: 

(9) © = -z»-|- (*-*), 
oder, was dasselbe ist, in: 

(10) G = -!*•_ ff 

Vermittelst dieser Formel ist man also eine Lösung 
G der Gleichung (2) augenblicklich anzugeben im 
Stande, sobald eine Lösung F der Gleichung (lj be- 
kann} ist. 

Jenen Gleichungen (1), (2) wird (vergl. Seite 5) genügt durch 
die Bessel'schen Functionen /", /"+ 1 . Und zwischen diesen bei- 
den Functionen ßndet der in (10) angegebene Zusammenhang in 
der That stall; denn nach früher besprochenen Eigenschaften 
(Seite 22) ist 

(11) /"+i B :^-| - , 

Bezeichnen wir die beiden andern particulären Lösungen 
der Gleichungen (1), (2) mit F\ F"+ J , so können wir F"* 1 
aus Y* ebenfalls durch Anwendung der Formel (10). ab- 
leiten. Der Zusammenhang zwischen Y n und F" +1 wird als- 
dann ausgedrückt sein durch die Formel 

(12) F»+* = -5- Y» - £p f 

also genau derselbe sein, wie der zwischen J n und /"+ 1 . 

4* 
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Von dem Wertbe der Function F° (Seite 44) ausgehend, 
kann man nach dieser Formel (12) successive F 1 , F 2 , F 3 , ••'•• 
Y" berechnen. In solcher Weise gelangt man (allerdings auf 
etwas beschwerlichem Wege) zu folgenden Formeln : 

F° = Z° + E°, 

F 1 = X 1 + E 1 , 
(13) 



(14) J 



X° = J° logz, 
I> = - 1° 



Y" = L* + E". 
+ J l logz, 



;n— 2 



J* 



z« = — — /-?1 J ° 2 *~ l Ji 4- 2 " 

2 \»/70 z» "*" (w— 1)121 z«-l "*" (»— 2) JZ2 z»-» ^ 

+111^^}+"** 

|*.=-^ + 4{K-f£' + ^-iS+ „.}. 

•••• inf. }, 



(15) 



ü __*,./ +4^ 2 . 4 4 . 6 + 6 . 8 8 . 10 + 



.£»= — *,/" + 4 



{^ 



2(2w+2) 4(2w+4) "*" 6(2n+6) 

— inf.}, 

In (15) sind dabei unter den k folgende Constanten zu Verstehen: 
* = O, A, = l, Ar 2 = l+i, Ar 3 = l+i + ^, 

u. s. w., nämlich allgemein: 



= 1+1 + 1 + 1 + 1 + 



Bei dieser Berechnung sind die Y n von F° aus definirt durch 
die Formel (12). Aehnlich verhält es sich dabei mit den Func- 
tionen L n , E n in Bezug auf Z°, E°. Also: 

Ebenso wie die Besset sehen Functionen J n von ihrer Anfangs- 
funetion J° aus definirt werden können durch die Formel: 



(16. a) 



/«-hl —= iL jn 

z 



dJn 

dz 
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ebenso mögen die Functionen Y n , L n , E n von ihren früher (Seite 44) 
festgesetzten Anfangsfunctionen F°, Z°, £° aus definirt sein 
durch die Formeln : 



(16.6) 


z dz ' 


(IM 


X „+l = ± L n _ *» 

z dz 


(I6.1O 


E" + l = - E* — ^ . 

z dz 



Dieser Definition zufolge sind alsdann J n und Y n die beiden 
particulären Lösungen der Differential - Gleichung*) : 

("> % + f Sf + - £) "o. 

Gleichzeitig ergeben sich alsdann (bei successiver Berechnung) für 
Y n , L H , E n die in (13), (14), (15) aufgeführten Werlhe. 

Führt man stall der Functionen /*, Y" (ähnlich wie auf 
Seite 50) die ihnen adjungirten Functionen $*, ?)* ein, in- 
dem man setzt: 

(18) 

Y n = z n ty n , 

so sind, wie aus unserer Untersuchung (Seite 50, 51) hervor- 
geht, 3* und fy n die beiden particulären Lösungen der Differen- 
tial-Gleichung : 

(19) g + -±ig + g = a 

Gleichzeitig überträgt sich der bei den /" und Y n vorhandene 
recurrirende Zusammenhang (16. a, b) auf die 3" und ty n ; man 
erhält: 

•^ z dz 9 

(20) 



*) Es mag bemerkt werden, dass die Functionen L n und E n Genüge 
leisten den Gleichungen: 

wo bei E n das obere , bei L n das untere Zeichen zu nehmen ist. 
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Diese Formeln (20) lassen sich, wenn man, statt nach z selber, 
nach z 2 differenzirt, auch so darstellen: 



(21) 






Nunmehr ergiebt sich aus der ersten dieser beiden Formeln, 
wenn man dieselbe von n == aus wiederholt in Anwendung 
bringt: 

= - 9 «3?. 



3» =-2 



dz 



.«' 



(22) 3 3 =(-2) 3 ||, 



J ~~ [ ' (dz*)»' 



Zufolge (18) ist 3" = z- H J" und 3° = J°. Substituirt 
man diese Werthe in die letzte der Formeln (22), so erhält man: 

(23) J" =(-*)• f£. 

Die zweite der Formeln (21) führt offenbar zu einem analogen 

Resultat in Betreff der Functionen Y". Also: 

Die Functionen J* (z) , Y n (z) hängen mit ihren Anfangsfunc- 
tionen J° (z) , Y° (z) zusammen durch folgende einfache Rela- 
tionen : 

(24) 

Gleiches gilt übrigens auch bei den Functionen L n (z) nndE n (z). 

§ 21. Zusammenhang zwischen den Functionen /" und Y". 

Es wird bequemer sein, wenn wir statt der Functionen /", 
F" selber die ihnen adjungirten Functionen: 

3» = z-" J«, 

(1) 

$» = z~ n r, 
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betrachten. Diese Functionen 3", ?)", ' welche zur augen- 
blicklichen Abkürzung mit 3!» ?) bezeichnet werden 
sollen, sind (Seite 53) die beiden particulären Lösungen der 
Differential-Gleichung : 

» ' Ü + ^f + * = <>• 

Ich werde nun zeigen, wie man, falls nur die eine dieser bei- 
den Lösungen, nämlich nur 3 bekannt ist, die andere £) finden 
kann durch Anwendung eines bestimmten Integrales; und in sol- 
cher Weise zu Einern gewissen Integral -Zusammenhang zwischen 
den Functionen 3 und ?) gelangen. 

Der aus den beiden unabhängigen Variablen z , ? zusammen- 
gesetzte Bruch: 

genügt, wie leicht zu verißeiren ist, der Gleichung: 

(±\ <?E M 2n + 1 <W — &*!. -L 2/1 + 1 <W_ 

w dz* "•" ' x dz — dt 9 + t df 

Dies vorausgeschickt, ziehen wir auf der z Ebene eine belie- 
bige Curve von irgend einem Punct a aus nach irgend einem 
andern Punct b hin, und betrachten das über diese Curven hin- 
erstreckte Integral: 



(5) V=Ju%z 



2 "+* dz. 



Da die Function 3, w * e sich a,,s (1) unmittelbar ergiebt, darge- 
stellt ist durch die Reihe: 

(6) 3 = 3"= 2^Jhi y 1 ~* 2^2it + 2 + 244n^2*+4 "" ) ' 

folglich auf der z Ebene überall stetig ist, und da ferner U, als 
Function von z betrachtet, nur in dem einen Puncte z = f 
unstetig ist, so wird dem Integral V ein bestimmter endlicher 
Werth gesichert sein, sobald wir festsetzen, dass die Integra- 
tion- Curve a — b den Punct £ nicht berühren soll. 
Aus (5) folgt sofort: 

(7) &K + ??±I dV 
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also mit Rücksicht auf (4): 

w -/l^ + ^g + Os^*- 

a 

Nun ist, weil die Function 3 der Gleichung (2) genügt, offenbar: 

(9) o=J(g + ^lf + 3.) U^ä, 

a 

Subtrahirt man die Formeln (8), (9) von einander, und setzt man 
dabei zur Abkürzung 

( 10) 3 8 |-^g = ß. 

so erhält man: 

oder, was dasselbe ist: 

&V 2n+i ?F . r _ fd&**0) Ar 
d? ~*~ t dt'*' J dt az ' 

a 

(11) = [z 2 »* 1 Ä 1 , 

-[*~(3f -'S?)]*. 

wo für Ä sein Werth (10) wiedereingesetzt, und in üblicher Weise 
T f(z) 1* für die Differenz f (6) — /» gesetzt ist. 

Das Integral V, dessen Integrations-Curve den Punct f nicht 
berühren soll, wird daher (nach 11.) eine Lösung der Differen- 
tial-Gleichung 

(12) g + !2£i£ +FBa0 

werden, sobald wir die Endpuncte a, b jener Curve der Art wäh- 
len, dass der Ausdruck 

(13) e = **.-H( 3 |?-.tff) 

verschwindet für z = a, und verschwindet für z = b. 

Zunächst ist klar, dass dieser Ausdruck 6 verschwindet für 
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z = 0. Ausserdem verschwindet derselbe unter gewissen 
Umständen auch für z = 00. Ist nämlich z äusserst gross, 
so hat man (nach Seite 50): 

j j n A cos z -f- B sin z 

~ 71 ' 

wo A, B Constante sind. Mit Rucksicht hierauf ergeben sich 
für ein solches äusserst grosses * (aus 1 und 3) folgende Formeln : 

3 = c*»;=a ^cosz + 2?sinz ^ ^_ 1 



zn /7 * 4 »+*' 

£3 _ — A sin z + B cos z 0tf 4»+2 

Ans diesen ergiebt sich weiter (mit Hucksicht auf 13): 

(14) D3««*f 1 = ^ C08Z+ -g^i 



(15) 



C cos z -f- Z? sin z 



nur gültig für äus- 
serst grosse Werthe 
von z, 



z3*+l /i* 
wo C, D gewisse Constante sind, ebenso wie A, B selber. 

Aus (15) folgt, dass der Ausdruck ß verschwindet, wenn 
wir seinem Argument z einen reellen Werth beilegen, und die- 
sen Werth sodann ins Unendliche anwachsen lassen. 

Unser Integral V wird demnach der Differential - Gleichung 
(12) Genüge leisten, sobald wir seine Integrations-Curve längs 
der reellen Achse von z = bis z = 00 fortlaufen lassen; 
ebenso gut aber auch dann, wenn wir jene Curve vom Puncte 
z = aus zuerst auf beliebig gekrümmter Bahn nach einem an- 
dern, etwa weit entfernten, Puncte der reellen Achse, und dann 
von hier aus längs dieser Achse nach z = 00 laufen lassen. 
Eine Curve letzterer Art werden wir, falls f auf der reellen Achse 
liegen sollte, in Anwendung bringen müssen, um die Berührung 
der Curve mit dem Punct £ zu vermeiden. 

Dass bei einer solchen bis z =3 00 fortlaufenden Curve das 
Integral V einen bestimmten endlichen Werth behält, ergiebt 
sich unmittelbar, wenn man beachtet, dass die unter dem Inte- 
gralzeichen befindliche Function U^z 2 "* 1 für ein äusserst grosses 
z den in (14) angegebenen Werth besitzt. Auch hierbei aber 
ist, wie man sieht, die schon gemachte Voraussetzung, dass die 
letzte Strecke der Integrations-Curve mit der reellen Achse zu- 
sammenfällt, nicht zu entbehren. 
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Vertauschen wir also die augenblickliche Bezeichnung 3 wie- 
der mit der genaueren Bezeichnung 3* oder 3S M (z), so haben 
wir folgendes Resultat. 

Das bestimmte Integral 



(16) '-J 3 ^ 



2 2 *4-1 ff z 



repräsentirt , wenn man die auf der z Ebene fortlaufende Integra- 
tions-Curve den Punct f nicht berühren , und ihre letzte Strecke mit 
der reellen Achse zusammenfallen lässt, eine von J abhängende Func- 
tion, welche der Differential-Gleichung 

(17) p + 2 f | + 3 = o 

Genüge leistet. 

Die ebengenannte Gleichung (17) besitzt aber, wie bei (1), 
(2) bemerkt wurde, zwei particuläre Lösungen, welche dargestellt 
sind durch die Functionen 

Daraus folgt, dass die gefundene neue Lösung V mit diesen 
Functionen verbunden sein muss durch eine Gleichung von der 
Form : 

(18) F=«3«(f) + ß %r(t), 

wo a, ß Constante sind. Wir gelangen daher (indem wir die 
Buchstaben z und £ nachträglich miteinander vertauschen) zu fol- 
gendein Satz. 

Zwischen den beiden particulären Lösungen 3 W M und ty n (z) 
der Gleichung 

findet folgender Zusammenhang statt : 

(20) .»(z) + ßwi')=f*$:5£*. 



wo <*, ß constante Coefficienten sind, und wo die Integrations- 
Curve auf der £ Ebene in solcher Weise zu führen ist, dass sie den 
Punct z nicht berührt, und dass gleichzeitig ihre letzte Strecke zu- 
sammenfällt mit der reellen Achse, 
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Ersetzt man in (20) die adjungirten Functioneu 3 , ?) durch die 
primitiven Functionen 7, Y vermittelst der "Relationen 

3» ( z ) = *— j» ( z ) , ©■» (*) = *-* r* (z) . 

50 erhält man einen entsprechenden Zusammenhang zwischen J n (z) 
und Y*(z). 

Die Werthe der Conslanten a, anzugeben, bin ich einst- 
weilen nicht im Stande. Wären a, ß ermittelt, so würde man 
(durch 20) die Function Y*[z) in einfacher und geschlossener 
Gestalt hinstellen können; die langwierigen Formeln auf Seite 52 
würden dann entbehrlich sein. 
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Partielle Differential- Gleichungen. 

§ 22. Integration einer partiellen Differential -Gleichung 
mit Hülfe der Bessel'sohen Functionen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung 

« S + 5? + »-• 

zu integriren, beschränken uns dabei aber auf den Fall, dass x, 
y reelle Werthe haben, mithin anzusehen sind als die Coordi- 
naten eines Punctes in der xy Ebene. 

Es sei x x , y v irgend ein fester Punct, und R die Entfer- 
nung zwischen ihm und dem beweglichen Punct x, y; also 



(2) R 


= J/^-^) 2 + (;/-y,) 2 . 


Setzen wir die unbekannte Function 




ü = f(R), 


so erhalten wir: 




dU dU x—x i 
dx = dR R ' 


d % U d 2 U [x—xtf dU R*-(x—xt)* 
dx* ~ dR 2 R* * dR R* 


dU dU y-y x 
dy ~ dR R ' 


&U d*U (y-y t ) 2 , dU R 2 -{y-y x ) 2 
dy 2 ~ dR 2 R 2 "*" dR W 


mithin : 
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&U , &U _&U , dU _1_ 
dx* + dy* ~ d& + dR R' 

so dass die Gleichung (1) sich verwandelt in: 

dB* ^ R dR + u U * 
Hieraus aber folgt (Seite 45} augenblicklich, dass zwei particu- 
läre Lösungen der vorgelegten Differential -Gleichung dargestellt 
sind durch die Functionen: 

U = J°{R), ü 8=a 7°(Ä). 

Aus der Symmetrie dieser Functionen in Bezug auf die beiden 
Puncte x, y und x t , y t folgt, dass sie nicht allein der Differen- 
tial-Gleichung (1), sondern ebenso gut auch der analogen Diffe- 
rential-Gleichung mit den Variablen x i ,y 1 Genüge leisten. Also: 
Versieht man unter R die Entfernung zweier Puncte x, y und 
x v y v so werden die Functionen 

(3) J°(Ä) und Y°{R) 
sowohl der Differential-Gleichung 

(4) 55i + w + ü = 0, 
als auch der Differential-Gleichung 

« s+^ + "=? 

Genüge leisten. 

Die Function J°(R) bleibt eindeutig und stetig für sämmtliche 
Werthe von R. Sie wird 1 für R = 0, und verschwindet für 
R = oo.. 

Die Function Y° (R) ist eindeutig und stetig für alle Werthe 
von R , ausser für R = 0. Für R = nämlich wird sie unendlich 
gross. Sie verschwindet für R = oc. 

Diese Bemerkungen über die Functionen J°(R) und Y°(R) 
ergeben sich (mit Rücksicht darauf, dass R seiner Definition nach 
nur reelle Werthe haben kann) unmittelbar aus unseren frühe- 
ren Untersuchungen (Seite 44 und 49). 

Durch Einführung der Polarcoordinaten 
(6) x = r cos cd, x t = r i cos m if 

y = r sin oj , y t = r i sin © lf 

geht die Entfernung R über in 



(7) R = ]/r 2 + r t 2 — 2rr, cos 
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wo # zur Abkürzung steht für co — m v Gleichzeitig nehmen als- 
dann die Differential -Gleichungen (4), (5) folgende Gestalt an: 

« g + f £ + *£? + »-* 

Die gefundenen Lösungen (3) wollen wir nun zu entwickeln 
versuchen nach den Cosinus des Vielfachen von d: 

(10) 7°(Ä) = /*> + 2P 1 cos & + 2P 2 cos 2& + 

+ 27* cosnft + - - - - 

(11) F°(Ä) = 0° + 20 l cos + 2(ß 2 cos 20 + 

+ 2<ß n cos f!0 + - a - - 
Eine convergente Entwicklung dieser Art muss bei der Func- 
tion J°(B) unter allen Umständen existiren, weil sie stetig bleibt 
für alle Werthe von B. Die Function Y°(B) hingegen wird un- 
endlich gross, sobald B verschwindet, und wird daher durch eine 
convergente Entwicklung der genannten Art mit Sicherheit nur 
dann darstellbar sein, wenn ihr Argument B, in Folge ver- 
schiedener Werthe von r und r lf zu verschwinden ausser 
Stande ist, trotz beliebig variirendem %. Wir werden daher, 
was die Entwicklung (10) anbelangt, r und r x ganz be- 
liebig lassen; was die Entwicklung (11) aber anbelangt, 
voraussetzen, dass r kleiner als r t ist. 

Durch Substitution der Entwicklungen (10), (9) in die Dif- 
ferential-Gleichung (8) ergeben sich Gleichungen zur Bestimmung 
von F 1 , Q\ Und zwar erhält man für beide, für P^ und Q n 
ein und dieselbe Gleichung, nämlich folgende: 

Andererseits führt die Differential -Gleichung (9) zu dem Resul- 
tat, dass- die beiden Functionen P n und Q n auch Genüge leisten 
müssen der Gleichung: 

(13) *£ + !»:-£, + ,«0. 

Diese Gleichungen (12), (13) sind aber dieselben, welche wir 

früher (Seite 53) behandelt haben ; die particulären Losungen der 

einen sind repräsentirt durch die Functionen /*(r), Y n (r), die 
der andern durch die Functionen J n {r^, Y n (r } ). 
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Aus (12) ergiebt sich daher, dass P", ()* folgende Form be- 
sitzen müssen: 

P* = AJ»{r) + BY n {r), 
(14) 

0« = CJ m (r) + DY*{r), 
wo Ä % B, C, D nur noch von r t abhängen können. 

Die bei den Entwicklungen (10), (11) nothwendig gewordene 
Voraussetzung in Betreff der Werthe von r und r t hindert nicht, 
dass r = wird sowohl in (10) als auch in (11). 

Beachtet man nun, dass die zu entwickelnden Ausdrucke 
(10), (11), nämlich /°(Ä), F°(Ä) für r = stetig bleiben, 
dass also die für r = ins Unendliche aufspringende Function 
Y"(r) in ihren Entwicklungen nicht enthalten sein kann, so 
reduciren sich die in (14) für P n , Q n gefundenen Formeln so- 
fort auf: 

i>« = AJ n (r) f 
(15) 

Qn — C/-(r), 
wo Ä 9 C unbekannte Functionen von r i sind. 

Die Grössen P* t Q n müssen aber andererseits auch der 
Gleichung (13) Genüge leisten. Hieraus folgt: 

A = a /*(r t ) + ßT'{r t ) 9 
(16) 

wo a t ß, y, d unbekannte Constante sind. 

Aus (15). (16) folgt, wenn man zur genaueren Bezeichnung 
<*»* ßn> 7m K statt a, ß, y, d setzt : 

i>» = /-( r ) [a H J*[ ri ) + ß n Y»{r x )]> 
(17) 

Qn =/-(r) [y n J"(r x ) + *« T'irj]. 
Dividirt man diese Formeln (17) durch r", fco erhält man 

rechts den Quotienten 

J*(r) 

r n 

an Stelle von J n (r) selber. Dieser Quotient hat aber (Seite 5) 
den Werth: 

,/»(r) = _JL_ (i ±_ _r< ft \ 

r n 24-2n ^ 22n+2 ~ 2 4 2w + 2. 2»+4 J* 

und verwandelt sich daher für r = in 
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1 



24 •■ -2« 
Somit ergiebt sich : 

(P»\ an jn( rt ) + ß n r»( r t ) 

(18) 

■i) 



\r» ) 2-4----2* 



wo der Index andeutet, dass r = zu setzen ist. 

Wir schreiben die Formeln (17) und (18) zur Abkürzung in 
folgender Weise: 

P» = /"(r) . <p n (r x ) % 
(19) 

Q» = J»(r) - ^ n (r,), 



/ />« \ <P w (r ,) 

^ r » j 2-4- ••$ 
o 

\ r» ) 2-4- ••• 



y w (n ) 

."2a * 

(20) 

_ '»"fo ) 
2«; 



Es handelt sich nun um die vollständige Bestimmung der 
Functionen <p n {r^ und ^"(rj, d. i. um die Auffindung der in 
ihnen vorhandenen constanten Coefßcientcn a„, ß„, y„, ö„. 

Die Lösung dieser Aufgabe (welche bei directem Angriff auf 
sehr langwierige Rechnungen fuhrt), wird äusserst leicht und ein- 
fach durch Anwendung eines von Jacobi aufgestellten Satzes.*) 
Ist F irgend eine Function von cos#, so gilt nach jenem Satz 
die Formel: 

n n 

(21) f F-Cosnö rffr = t^-% 7 / rJ* F *\u sin2;f0 d *- 

x ' ) 1-3 -2«— 1 J (tfcostf)"» 

» 

Nehmen wir statt F die erste der von uns zu entwickeln- 
den Functionen, setzen wir also 

F = /•(«), 
so wird (mit Rücksicht auf 7): 



*) Crelle's Journal. Bd. 15. Seite 3 und 6. 
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dF 



#cos# 

&F 



_ dJ*(R) dl? _ dJ«(R) , 9 , 






d*F _ d»J«{R) . 9 ^ 
Wir erhalten somit an Stelle von (21) die Formel: 
(23) jw wM =J=^-ß$& sin-o ». 

deren linke Seite (zufolge 10) identisch ist mit nP n . Dividiren 
wir daher die Formel mit itr" , so ergiebt sich: 

Setzen wir jetzt r = 0, so verwandelt sich die linke Seite 
(nach 20) in die zu bestimmende Function 2 ^1 1 * während gleich- 
zeitig auf der rechten Seite die Grösse R in r x übergeht. Wir 
erhalten also: 

(2 ry) <P*(ri) (-2 ri )» 1 ffrJ*[r\) 4-1*1*+ 

^ 2^^, =C 1.3...2«^T « J l^ijr Sin ^^' 

o 

wo gegenwärtig der unter dem Integral befindliche Differential* 
Quotient unabhängig ist von &. Mit Rücksicht auf die bekannte 
Formel : 

— I sin 2n # (*# = 



— I si 

V 



erhalten wir also schliesslich: 

(26) 9 »(r i )=(-2r 1 )» ^). 

In genau derselben Weise wurde sich, wie leicht zu über- 
sehen, bei Anwendung der Jacobi'schen Formel auf die zweite 
zu entwickelnde Function F°(Ä) ergeben haben: 
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(27) t .( rj) = (_2r 1 )-t^). 

Hierdurch sind die Functionen g> f , y* vollständig bestimmt. 
Die gefundenen Werthe können aber b deutend vereinfacht, näm- 
lich durch Anwendung früherer Form In (Seite 54) augenblick- 
lich in loipende Gestalt versetzt werdei : 

Somit wird (nach 19): 

P» = /»(r) /*(>, 
(29) 

Q" = J»(r) r»(t,). 
In Bezug auf die vorhin gefundenen Am Irücke (17) würde also 
zu bemerken sein, dass durch unsere Uni rsuchung für die dor- 
tigen Coefficienten a n , ß H3 y nt ö„ folgende Werthe sich heraus- 
gestellt haben: 

«» — 3. ßn =■■ 0, 

(30) 

Yn = 0, i n = 1. 

Durch Substitution der Werthe (29) in die Entwicklungen 
(10), (11) gelangen wir zu folgendem Satz. 



Setzt man R = j/r* + r t ' 1 — 2rr\ cos #, und eninnckcU man 
die Ausdrücke J° (R) , Y° (R) nach den Cosinus der Vielfachen von 
#, so entstehen die einfachen Formeln: 

(31) J°(Ä) =*lf * n /»(r) J»{r x ) cos n&, 

»=o 

(32) ¥° (Ä) = "£ s n /»(r) Y n (r t ) cos nfr, 

M = 

wo die Constante s n den Werth 1 besitzt für n = 0, und den Werth 
2 fürn > 0. 

Die erste Entwicklung ist gültig für beliebige Werthe von r 
und r t , die zweite nur dann, wenn r kleiner als r t ist. 

§ 23. Die Entwicklung der Bessel'schen Function J° für 

ein. Argument, welches die Entfernung zweier Functe 

vorstellt. 

Diese schon in (31) gefundene Entwicklung kann auf directe- 
rem Wege erhalten werden. 

Neu mann, Theorie d. Bessel'schen Functionen^ 5 
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Es seien B, P, Q, k gegebene Constanten, welche zu ein- 
ander in der Beziehung stehen: 

B cos k = P 9 

(1) B sin k = Q, 

B 2 = P 2 + Q\ 

Die BessePsche Function J°{B) wird (Seite 6) ausgedruckt 
durch das bestimmte Integral 

rt 

(2) /o(Ä)=-l Tcos (Ä sin w) rfw. 

o 
Der Ausdruck cos [B sin w) nimmt für das Intervall: 

a> = k 

Schrilt für Schritt dieselben Werthe an, wie für das Intervall: 

a> = it % + k. 

Demnach wird das Integral J cos (B sin w) da, mag dasselbe nun 
von bis n t oder mag es von kh\s n + k hinerstreckt werden, in 
beiden Fällen denselben Werlh haben. D. h. es ist: 
n n 

j cos (B sin cd) dco = / cos (b sin (k + w) j </o>. 

Somit können wir statt (2) auch schreiben: 

n 

(3) J°(B) = ~ f ™s (* sin (*+«)) da. 

oder: 

n 

(4) J°(Ä) = — I cos /ÄcosÄrsincö + /*sin£cosa> ) </co, 

o 

oder mit Rucksicht auf (1): 

n 
(5. a) J°{B) = ^ I cos (i> sin w + Q cos q \ dm. 

o 

Diese Formel wird also stattfinden für je drei Grössen 
B, P, Q, welche mit einander verbunden sind durch die Relation 
B 2 = P 2 + Q 2 . Sie wird daher, ebenso gut wie für B, P, Q, 
auch stattfinden für B, P, —Q. Also: 
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n 

(5.6) J°{R) = -i- j cos (i> sin ra — £ cos w ^ da. 

Aus (5.«, 6) folgt durch Addition: 

n 
(5. c) /° (R) = — I cos (JP sin w) cos (0 cos w) da>, 

'«^ 

und andererseits durch Subtraction: 
n 

(5. d) 0=1 sin (P sin w) sin (0 cos a>) dto. 

o 

So haben wir hier vier Formeln (5. a, b, c, d) ge- 
funden, welche gültig sind für irgend drei (reelle) 
Grössen R, P, Q, zwischen denen die Relation statt- 
findet Ä 2 = /> 2 + <p 2 . 

Es sei nun R die Entfernung zweier beliebig gegebenen 
Puncte, nämlich ebenso wie früher: 

R 2 == r 2 + r t 2 — 2rr, cos fr, 
oder was dasselbe ist: 

(6) Ä 2 = (r - r t cos #) 2 + (r t sin fr) 2 . 

Auf dieses i* können wir unsere vier Formeln sofort in Anwen- 
dung bringen, wenn wir für P und Q diejenigen Grössen neh- 
men, deren Quadratsumme in (6) auf der rechten Seite steht. 
Die Anwendung der Formel (5. b) liefert alsdann: 

n 

(7) J°(R) = — f cos ((r— ^cos^sinw — rjSinfrcoscö j<fo, 

o 
oder, was dasselbe ist: 

n 

(8) J Q {R) ~^( cos fr sin a — r t sin (o + «fr) ^ <to. 

Nun ist nach früher gefundenen Entwicklungen (Seite 7) : 

(9. a) cos (r sin ») = e J°(r) + s 2 7 2 (r) cos 2© + s 4 / 4 (r) cos 4w 

+ , 

(9.6) sin (r sin a>) = e 4 /'(r) sinw + f 3 / 3 (r) sin 3 a> + s 5 / 5 (r) sinöra 

+ 

wo E n jene oft benutzte Constante vorstellt, welche = 1 oder 

5* 
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= 2 ist, jenachdem w=0 oder > 0. Diese Formeln (9) mö- 
gen zur Abkürzung so geschrieben werden: 
(10. a) cos (r sin a>) = 27 e p JP(r) cos po, 

(10.6) sin (r sin a>) = 27 s q Jt(r) sin qua, 

wo die eine Summation über die graden Zahlen p=0, 2,4, ... oo, 
die andere über die ungeraden Zahlen = 1, 3, 5 — oo hin- 
erstreckt zu denken ist. Vertauscht man in diesen Formeln die 
Grössen r, co mit r,, © + #, so erhält man die analogen For- 
meln: * 
(11. a) cos [r t sin (a> -f- #)] = 27 s p J*(r x ) cosp (w + #), . 

(11.6) sin [r t sin (co -f- #)] = 27 £ q J q (r t ) sin 0(0 + 0). 

Für jede beliebige unter den mit p bezeichneten Zahlen 
findet, wie leicht zu übersehen, die Gleichung statt: 

n 
(12. a) s p • l cos pw cos p (oi + #) da = rc cos p#. 


Ebenso ist andererseits für jede der mit q bezeichneten Zahlen: 

7t 

(12. 6) s q • / sin qa> sin (w + #) J© = n cos #fr, 

o 
Multiplicirt man nun die beiden Formeln (lO.a), (11. 0) mit- 
einander, und integrirt man dieses Product nach a zwischen den 
Grenzen und n, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (12. a): 

rt 

(13. a) Icos (r sin ro) • cos [r x sin (a> + #)] da 



= n£e p JP[r) JP{r A ) cos p&. 

Fn ähnlicher Weise folgt aus (10.6), (11.6) und (l2.6): ' 

7t 

(13.6) /sin (r sin tu)- sin [r x sin (© + #)] efo 



= TT 27 s q J9[ r ) /*(r,) cos q&. 

Die Addition der beiden letzten Formeln liefert: 

7t 

(14) / cos [r sin 00 — • r, sin (w + #)] r/o 

o J 

= 7t2 s n J n (r) J»[r x ) cos w#, 

wo gegenwärtig die Summation 27 hinzuerstrecken ist über 
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sämmtliche (gerade und ungerade) Zahlen, also hinzuerstrecken 

über w==0, 1, 2, 3, 4, cx>. 

Durch Anwendung von (14) auf die Formel (8) erhalten wir 
nun endlich die verlangte Entwicklung: 

(15) J°(R) =2J°s n J n {r) J n { ri ) cos n#, 

«=o 

eine Entwicklung, welche genau übereinstimmt mit 
derjenigen, die wir früher bereits (Seite 65) auf ganz 
anderem Wege gefunden haben. 

Diese Entwicklung (15) führt, wie wir hier noch zeigen wol- 
len, zu einer bemerkenswertben neuen Eigenschaft der Functio- 
nen /. Setzt man in 



R = j/ r 'i _j_ r 2 _ 2r/-j cos # 

die Grössen r, r v einander gleich (was für die Gültigkeit der 
Entwicklung von J°{R) ohne nachtheiligen Einfluss ist, Seite 65), 
so wird: 

R = 2r sin *, 

folglich durch Benutzung der Formel (15): 

(16) J° ( 2r sin %) =2^ J n (r) J»(r) cos n&. 

\ * ) »=o 

Dieser Ausdruck (16) kann nun aber nach den Cosinus der Viel- 
fachen von % noch auf anderem Wege entwickelt werden. Setzt 
man nämlich in der allgemeinen Formel (Seite 6): 

n 

J {) (z) = - I cos (z sin w) da 



-v- 



2r sin — an Stelle von z, so wird: 

(17) J° ( 2r sin — J = / cos (2r sin cö sin — \ dm. 

o 
Aus der Formel '(9. a) folgt, wenn man daselbst — für w 
setzt: 

(18) cos (r sin %\ =="2"*, J 2 »{r) cos n&, 

wo die Summalion, ebenso wie in (16), über sämmtliche Zahlen 
n =3 0, 1, 2, 3, • • • • oo hinläuft. An Stelle von s n müsste in 
(18) eigentlich stehen s 2 „. Zufolge der Bedeutung dieser Con- 
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stauten e ist es aber (wie man leicht bemerkt) völlig gleichgültig, 
ob in (18) der Factor e„ oder £ 2 » unter das Summenzeichen ge- 
stellt wird. 

Vertauscht man nun endlich in (18) die Grösse r mit 
2r sin o, und substituirt man den alsdann für 

cos [ 2r sin o sin — \ 
sich ergebenden Werth in die Formel (17), so erhält man: 

(19) J° ( 2r sin *\ =± n m iTe n J 2n (2r sino). cos n^W 

o 
Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die Formel (16), eine 
Entwicklung, welche fortschreitet nach den Cosinus der Viel- 
fachen von #. Beide Entwicklungen müssen unter einander iden- 
tisch sein. Uierans ergiebt sich die Gleichuug: 

n 

(20) J n {r) J»(r) = i- f t J 2n {2r sin ©) du, 

eine Gleichung, welche gültig ist für jedes beliebige 
Argument r, und in welcher eine merkwürdige Be- 
ziehung enthalten ist zwischen je zwei Bessel'schen 
Functionen vom Bange n und vom Bange 2«. 

§ 24. Erweiterung der Theorie des logarithmischen 
Potentielles. 

Ist k eine gegebene Constante, und bezeichnet R nach wie 
vor die Entfernung zweier Puncte in der xy Ebene, so stehen 
die Functionen 

(l) J°(R), r°(R) 

zu der Differential-Gleichung 

» s + p + =° 

in genau derselben Beziehung, in welcher. die Functionen 

(3) J°(kR) f Y"{kR) 

stehen zu der allgemeineren Gleichung 

<*> S + S? + «-•■ 

D. h. die Gleichung (4) wird durch jede der beiden Functionen 
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(3) erfüllt werden, sobald man das eine Ende von R als fest, 
das andere als einen beweglichen Punct x, y betrachtet. 

Nimmt man statt der reellen Constanten k eine rein 
imaginäre Constante ik, so werden in gleicher Weise 
(5) J°{ikR), T°{ikR) 

zwei Lösungen sein für die Differential-Gleichung. 

<■» g + g-M-a 

In Betreff dieser letzten Gleichung lässt sich nun durch die 
Minimal -Untersuchung des über eine beliebige Elementarfläche 
ausgedehnten Integrales 

//{(£)• +^y +(»)•}** 

folgender Satz nachweisen: 

Für eine beliebig gegebene Elementarfläche existirt immer eine 
Function ü(x, y) oder U, welche sammt ihren ersten Ableitungen 

[i) dx' dy 

innerhalb der Fläche stetig ist, welche ferner innerhalb der 
Fläche der Differential-Gleichung (6) Genüge leistet, und welche 
endlich am Rande der Fläche beliebig vorgeschriebene Werthe 
besitzt *) 

Auf Grund dieses Satzes ist es leicht, auf die Differential- 
Gleichung (6) diejenigen Untersuchungen zu übertragen, welche 
ich in einer früheren Abhandlung**) angestellt habe in Betreff 
der Gleichung 

<™ j. &E — o 

da* "•" %* — U ' 

Führen wir die Bezeichnungen ein 

F{R) = J»(ikR), 

(S) 

(Ä) = Y° (ikR) — J° (ikR) • log (ik) , 

so sind F(R) und 0(R) reelle Functionen von R, und zwar 
Functionen , von denen sich (beiläufig bemerkt) für ä = die 



*) Solches gilt indessen nur für die Gleichung (6). Efenn für die Glei- 
chung (4) scheint ein analoger Satz uicht zu existiren. Vergl. eine Be- 
merkung von Helmholtz über ein analoges Problem im Räume. Bor- 
chardt's Journal. Bd. 57. Seite 24. 

**) Borchardt's Journal. Bd. 59. Seite 335. 
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eine auf 1, die andere auf log 1 reduciren würde. Diese Func- 
tionen F(R) und G>(R) können, aus 



R = j/i^ + rj 2 - -2rr x cos£ 
gesetzt wird, nach den Cosinus der Vielfachen von & in ganz 
ähnlicher Weise entwickelt werdei . wie früher J°{R) und Y°(R) 
entwickelt wurden (Seite 65). 

Denken wir uns nun eine M terie oder ein Fluidum, wel- 
ches in der Ebene beliebig verthi It werden kann, und von sol- 
cher Beschaffenheit, dass das Pot ntial zweier Theilchen aufein- 
ander gleich ist der ihrer Enlfei -iung R entsprechenden Func- 
tion 0{R), multiplicirt mit dem Pfoduct ihrer Massen, so ge- 
langen wir zu folgenden Sätzen: 

Ist q ein Punct innerhalb einer gegebenen Elementar fläche , so 
kann die Randcurve der Fläcl e immer der Art mit Masse be- 
legt werden , dass das Pote Uial dieser Belegung für alle 
Puncle ausserhalb der Fläche identisch ist mit dem Potential 
einer in q concentrirten Masse 1. 
Ist H^ds diejenige Masse, welche bei der genannten Belegung 
auf dern Element ds der Ra dcurve sich befindet, und ist ü 
irgend eine Function, pj eiche auf der Elementarfläche den Be- 
dingungen (7) entspricht, so wird diese Function im Puncte q 
einen Werth besitzen, welcher dargestellt ist durch 

ü q —jUHMds, 
die Integration hinerstreckt über den Rand der Fläche. 
Eine solche Function U kann also, wenn ihre Randwerthe gege- 
ben sind, durch Anwendung der vorstehenden Formel berechnet 
werden für jeden beliebigen l'unct q, vorausgesetzt, dass man be- 
kannt ist mits^ener durch H «) repräsentirten Randbelegung. 

EntwickeltNoan die Fi nctionen F(R) f 4>(R) m der vorhin 
angedeuteten Weise / stHw tn man diese Randbelegung leicht für 
den Fall bestimmen , dass die gegebene Elementarfläche ein Kreis 
ist. Zugleich gelangt man dabei zu einem einfachen Satz über das 
Potential einer gleichförmig mit Masse belegten Kreislinie. Man 
findet nämlich, dass die, es Potential auf Puncte innerhalb des Krei- 
ses c=s A'F(r); auf Puncte ausserhalb = B>0(r) ist, wo r die 
Entfernung der Purcte vom Kreismittelpunct vorstellt, und A, B 
gewisse Constanteii sind. 
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In beziehen durch alle Buchhandlungen 



Clebsch, Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schale zn Carlsruhe, Theorie 
derElasticität feste^Körper. gr.8. 1862. geh. n. 3 Thlr. 

„Der Herr Verfasser hatte als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe Gelegen- 
heit und Beruf, sich ausführlicher mit den Anwendungen der allgemeinen Theorie der Elasticität 
auf die in der Technik besonders wichtigen Fälle zu beschäftigen. Die Resultate dieser Studien 
legen uns jetzt in einem ziemlich umfangreichen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits 
dem Techniker das Erlernen der strengen Theorie ermöglicht, ihm über die Genauigkeit seiner 
Resultate und die Zulässigkeit der in der Praxis üblichen Voraussetzungen Aufschluss giebt, ande- 
rerseits den Mathematiker belehrt, wie man von den allgemeinsten Gleichungen der Bewegungen 
und des Gleichgewichts elastischer Korper zu speciellen Fällen gelangen kann , und ihm die grosse 
Müh« und Zeit erspart , in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es 
ergänzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physikers Lame, welches 
vorzüglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der kristallinischen Körper und ihre optischen Eigenschaften behandelt, während Herr C leb seh 
ausschliesslich unkry stall mische Körper und deren Verschiebungen durch äussere Kräfte in Betrach- 
tung zieht." [Literarisches Central blatt 1863, No. 31.] 

Clebsch, A., u. P.GOFd&H, Professoren an der Universität Giessen, Theorie 
der Abel'schen Functionen, gr.8. 1866. geh. n. 2 Thlr. 16 Ngr. 

Die Herren Verfasser suchen in diesem Werke die Theorie der Abel'schen Functionen auf 
eine ganz neue Weise zu begründen, welche das Interesse der Mathematiker in hohem Grade in 
Anspruch nehmen wird. 

Duhamel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von 
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und 
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

Einzelne Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgabe nicht abgegeben. 

Nach dem Urtheile der gewichtigsten Autoritäten ist Duhamel' s Cours de mecanique 
de l'ecolepolytechniquein seiner Art das vollständigste und zugleich in seiner Behandlungs- 
weise das eleganteste Lehrbuch der analytischen Mechanik , welches die Litteratur überhaupt besitzt, 
so dass daselbe schon seit Jahren den Vorlesungen und dem Unterrichte auf deutschen Universi- 
täten und höheren technischen Bildungsanstalten im Original zu Grunde gelegt wird. — Die Ver- 
lagshandlung glaubte deshalb einem entschiedenen Bedürfnis zu begegnen , wenn sie eine deutsche 
Ausgabe veranstaltet hat und zwar in einer Bearbeitung, welche sowohl eine sorgfältige und elegante 
Uebersetzung bietet, als auch das Original, wo es nöthig ist, ergänzt und berichtigt. In dieser Be- 
lebung wird der Name des Herrn Professor Schlömilch die vollständigsten Garantien bieten. 

Durege, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie 
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Mit 32 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr.8. 1861. 
geh. n. 2 Thlr. 20 Ngr. 

„Trotz der hohen Bedeutung, welche die elliptischen Functionen für die gesammte Analysis, 
für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher 
kein Elementarlehrbuch derselben und der Jünger der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an- 
gewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legendre, traite des fonclions ellintiques, und Jacobi, fun- 
damenta funet. ellipt., nebst einer grossen Anzahl einzelner Abhandlungen in Crelle's Journal) zu schöpfen. 
Die Herausgabe des vorliegenden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichnet werden 



Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzel. [VIII u. 72 S. 
mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh. 

n. 1 Thlr. 10 Ngr. 
Müller, Dr. J. H. T. t Oberschulrath etc., Beiträge zur Termino- 
logie der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr. 

„Es sind nur 2% Druckbogen, welche der Verfasser unter dem Titel von Beiträgen veröffent- 
licht, aber wer den Inhalt prüft, wird über die Fülle erstaunen, welche in dem kleinen Räume zu- 
sammengedrängt ist u. s. w." [Zeitschrift für Mathematik 1860, 6. Heft.] 

Neumann, Carl, ord. Professor in Tübingen, Vorlesungen überRie- 
mann's Theorie der Abel'schen Integrale. Mit zahlreichen in 
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten 
Tafel, gr. 8. geh. - n. 3 Thlr. 20 Ngr. 

Eine Darstellung der Theorie der Abel'schen Integrale, durch welche dieselbe auch denen 
versländlich wird, deren mathematische Kenntnisse noch gering sind. Der Student welcher sein erstes 
oder seine beiden ersten Semester einigermassen gut angewendet hat, soll durch dieses Buch in 
den Stand gesetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast vollständig unzu- 
gänglichen Theorie sofort und mit vollem Verständnis einzudringen. 

das Dirichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf 

die Riemann'schen Flächen, gr. 8. 1865. geh. n. 18 Ngr. 

die Haupt- und Brenn-Puncte eines Linsen- 



System es. Elementare Darstellung der durch Gauss begründeten 
Theorie, gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr. 

Roch, Dr. 6., de theoremate quo dam circa functiones Abelianas. 
4. geh. n. 6 Ngr. 

Ruete, Dr. C. GL Th., Professor und Geh. Medicinalrath , das Stereo - 
scop. Eine populäre Darstellung. Mit 20 stereoscopischen Bildern 
in einer Beilage, gr. 8. 1860. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

„Der Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stereoscopes wie des stereoscopischen Sehens 
behandelt, sondern auch die psychologischen , physikalischen und physiologischen Vorbegriffe vor- 
ausgeschickt. Er hat die Erklärung der Erscheinungen durch Beispiele erläutert, und diese durch 
eine beigegebene Sammlung von stereoscopischen Bildern vermehrt. Das Werk ist ebenso wissen- 
schaftlich als populär im wahren Sinne des Wortes geschrieben, und es ist nicht blos jedem Ge- 
bildeten, dem das Stereoscop zur Unterhaltung dient, sondern auch dem Psychologen, Physiker 
und Physiologen zum Studieren, <\em Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann als Mittel zum Er- 
kennen der Copien vom Originale und der falschen Wertpapiere vbn echten anzuempfehlen." 
[Lukas, in der „Zeitschrift für Stereoscopie". II. Jahrgang, Nr. 19.] 

Reiss, M. t Beiträge zur Theorie der Determinanten, gr. 4. 
1867. geh. 1 Thlr. 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage, gr. 8. 
1866. geh. n. 4 Thlr. 

,,Es kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie- 
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den 
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen; 
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Ver- 
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch 
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollständig durchgeführten Auf- 
gaben." [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik 1861, 3. Heft.) 



— ^— Vorlesungen zur Einführung in die Algebra 
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr. 

Diese deutsche Ausgabe von Rev. George Salmon' 8 „Lessons introduetory to the mo- 
dern higher Algebra" ist in einigen Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 
der Entdeckungen vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine 
Vorlesung gewidmet, überhaupt die Determinantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die 
Zahl der Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung steht in Verbindung mit der volländigeren 
Behandlung der Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse'schen Determinante , welche als 
Beispiele für eine Form der Behandlung gegeben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare 
Vorzüge vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der 
Uebersicht der Resultate der Theorie für die biquadratischen ternären Formen ist auf die schönen 
Untersuchungen von Clebsch Bezug genommen und ein kurzer Abriss der Resultate gegeben 
worden, welche die algebraische Theorie der binären und ternären Formen für die elliptischen Tran- 
scendenten ans Licht gebracht hat. — Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung für die mathe- 
matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an. 



Salmon, George, analytische Geometrie des Raumes. Deutsch 
bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip- 
tiven Geometrie am Polytechnicum zu Prag. 2 Theile. gr. 8. 1863. 
1865. geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 
[. Theil: A.n. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Raumes 
und die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 
Unterrichtsanstalten, gr. 8. geh. 1 Thlr. 24 Ngr. 
II. Theil: A. u. d. T.: Analytische Geometrie der Curven im Räume und 
der algebraischen Flächen, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 
„Die ausgezeichnete Begabung- des Verfassers für die Darstellung: analytisch -geometrischer 
Untersuchungen, als auch die Tüchtigkeit des Herrn Uebersetzers sind so anerkannt, dass es unnölhig 
erscheint, irgend etwas zur Empfehlung* des vorliegenden Werkes hinzuzufügen." 

[Literar. Centralblatt, 1864, Nr. 88.J 

Schefller, Dr. Hermann, Herzogl. Braunschweig. Baurath, imaginäre 
Arbeit, eine Wirkung der Centrifugal - und Gyralkraft, mit 
Anwendungen auf die Theorie des Kreisels , des rollenden Rades, 
des Polytrops, des rotirenden Geschosses und des Tischrückens. 
Mit 23 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1866. 
geh. 15 Ngr. 

Schell, Dr. W., Professor der Mathematik in Marburg, allgemeine 
Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geome- 
trischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr.8. 1859. geh. n. 24 Ngr. 

„Das vorliegende Werkchen kann allen denen, die sich mit der geometrischen Betrachtungs- 
weise der wichtigen Theorie der doppell gekrümmten Curven , sowie vieler anderer dazu gehöriger 
geometrischer Gebilde vertraut machen wollen, nur bestens empfohlen' werden. Sie werden darin 
ein reiches Material für die Uebung in der geometrischen Anschauung und Verbindung vorfinden, 
das der Verfasser ihnen in klarer und gedrängter Darstellung vor Äußren geführt. Wir können 
nur wünschen, dass derselbe dem wissenschaftlichen Publikum seine weiteren Untersuchungen über 
die hier behandelten Gegenstände in nicht ferner Zeit zur Kenntnis bringen möge.*' 

[Heidelberger Jahrbücher 1859, Nr. 38.] 

Schmidt, Carl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schulein Stuttgart, 
Lehrbuch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13 
lithograph. Tafeln, gr.8. 1857. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thlr. 

Dieses Lehrbuch der Spinnereimechanik beschäftigt sich vorzugsweise mit dem theoretischen 
Theile des Spinnereifaches. Es zerfällt in vier Abtheilungen: I. Flachs- und Wergspinnerei, 
n. BaumwoUspinnerei. m. Sohafwollspinnerei. IV. Bewegungsgesetze und Bewegungsmecha- 
niamen für die Aufwindung des Vorgarnes — und hat ebensowohl in Gewerb- und anderen tech- 
nischen Schulen, als auch unter den Praktikern des Spinnereifaches allgemeine Anerkennung und 
• weite Verbreitung gefunden. 

Sdjtt eitler, Dr. (L fr, GUrilingcnieur, btc ^nftrumente unb SBcrf- 
geueje her fyöljeren unb nteberen äftefcfunft, fonrie ber geome- 
trifd)en3etd)enhtnji, tyxtXfytmt, Sonjiructton, ©ebraud) unb Prüfung. 
ÜKit 236 in ben £ert gebrueften £oIafd)mtten. Sterte fefyr toerbeffertc 
unb toermetytte 2luflage. gr. 8. 1861. gelj. 1 £$lr. 15 Sttgr. 

■ Se^rbud) ber gefammten Söteßfunft ober ©arfieHung ber 
SLljeorie unb Sßraria be3 gelbmeffenS, 9tfoeKtren3 unb §%nmeffen3, 
bet mtlit&rtfdjen Slufna^men ganzer Sänber, foune ber geometrtja)en 
3eid)enfunfl. %um ©elbjifhibium unb Unterrichte bearbeitet, ©ritte ux- 
befferte Auflage. 3Rtt 225 §oIjf^nitten. gr. 8. 1861. ge§. 2 St^Ir. 

Die geodätischen Werke Schnei tler's entsprechen so sehr einem praktischen Bedürfnisse, 
dass ihre Verbreitung in fortwährendem Steigen becriffen ist. Die vorliegende dritte Auflage des 
„Lehrbuchs der Messkunst", welches mit dem gleichzeitig in vierter Auflage erschienenen Werke: 
„die Instrumente und Werkzeuge der Messkunst" ein Ganzes bildet, ist eine wesentlich ver- 
besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt „Nivelliren" durch Herrn Regierun gscondueteur 
Stocken in Breslau vollständig- neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erweitert 
worden, deren genaue Kenntnis in 'unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossartigen 
Landes - Meliorationen (Bruch- und Moorbauten, Drain- Anlagern) ist. Der Preis ist ausserordentlich 
billig. 

Sdmeitler, Dr. C. F., und Julius Andr6e, Civilingenieurs, Samm- 
lung von Werkzeichnungen landwirtschaftlicher 



Maschinell und Geräthe nebst ausführlichen Beschreibungen. 
7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Koyal-Fol. Text in 4. 1853—1857. 
geh. n. 38 Thlr. 

Einzeln : 

I. Heft, die Drainrohren- und Zierelpressen auf 7 Foliotafeln: 1) Randell und 
Sanders Thonröhrenpresse mit mechanischer Abschneide -Vorrichtung-; 2) Drainröhren- 
presse von Eg-ells in Berlin; 3) Doppeltwirkende Drainröhrenpresse von J. Whitehead 
in Preston; 4) Drainröhrenpresse von J.Williams inßedford; 5) Doppelwirkende Drain- 
röhrenpresse von Borie Fr er es in Paris; 6) Drainröhrenpresse von Mundscheid in 
Malapane; 7) einfache englische Röhrenpresse. 1853. n. 6 Thlr. 

II. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Verbesserte Flachs - Brechmaschine von Kuthe; 2) Flachsschwinge - 
Maschine von J. Bücklers; S) Palentirter Apparat und Verfahren der Flachs -Dampfröste 
von Watt in Irland; 4) E. Kaemmerer's Universal -Säe -Maschine. 1858. n. 6 Thlr. 

III. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylindergöpel von Barret, Exallu. Andrews 
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; S) Häckselschneide - Maschine nach 
Gillet; Schrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. n. 6 Thlr. 

IV. Heft oder IL Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2) Salmon's 
Jläckselschneide- Maschine; 3) Bedf'ord - Eggen. 1855. n. 6 Thlr. 

V. Heft, oder II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerei zu Joachims thal ; Göpel von 

Pinet; Romaine's Dampfgrabe- Maschine. 1856. n. 6 Thlr. 

VI. u. VII. (Doppel)Heft, oder 11. Serie 3. u. 4. Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfcultur- 

Geräthe und Dampfpnüge Englands. Von Dr. C. F. Schneit ler. Mit 11 Tafeln. 1857. 

, n. 8 Thlr. 

Heft 1—3 herausgegeben von C. F. Schneitier, Heft 4—7 oder II. Serie 1—4. Heft 
von C. F. Schneitier und J. Andrde. 

S^ueitler, Dr. (L fr, unb Julius Sfobree, etou^naenmug, bie neues 

ren unb tpic^ttgerett laubtiurtfyfcfyaftUdjen äftafcfytnen unb 
©eratfye, tljre <£I)eorie, ßonfrruction, äBirfuuggtoeife unb Shttoenbung. 
Gm §anbbudj ber lanbttrirtfyfcfyaftltd&en SJtafdjmens unb ©erätljehmbe 
gum ©elbfifiubiutn unb Unterridjt. ÜRit 350 in ben £ert gebruÄten 
£oljfd)mtteu. gr. 8. 1862. ge$. 3 Sljlr. 

„Das neueste und vollständigste Buch über landwirtschaftliche Maschinen und Geräthe, 
welches durch seine vozüglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gediegenen 
beschreibenden Text die vollste Anerkennung bei allen gefunden hat, die als Landwirthe oder Tech- 
niker mit den landwirtschaftlichen Maschinen und Gcräthen sich näher bekannt zu machen Ver- 
anlassung haben. Wir können nur wiederholen, dass wir es hier mit einem gediegenen, 
der wärmsten Empfehlung werthen Werke zu thun haben. Alle Landwirthe, welche den 
Fortschritt in ihrem ehrenwerlhen Berufe mit Freuden begrüssen, können „diese" Maschinen - 
und Geräthe- Kunde gar nicht entbehren, und legen wir besonders auch allen Mitgliedern unseres 
Vereins die Anschaffung desselben ans Ilerz." 

[Landwirthschaftliche Miltheilungen (Neuhaldensleben) 1859, Nr. 4.] 

S^rÖMer, 3* ©♦, fafclid&e Stnlettuufl jum grünblidjen Untere 
rtd)t in ber Algebra. Utad) Setftuelen auä ben in 3Keier ^irfdj'S 
Sammlung enthaltenen ©teidjungen unb Aufgaben, gr. 8. 1850. gety. 

1 St^lr. 9 SRgr. 

Neben einer sehr klaren Darstellung der algebraischen Lehrsätze enthält das Buch ausführ- 
liche Auflösungen aller in Meyer Hirsch's Sammlung enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche 
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen. 

Stamm, Ernst, theoretische und praktische Studien über den Self- 
actor oder die selbstthätige Mule- Feinspinnmaschine. Aus dem 
Französischen übersetzt von Ernst Har.tig. Mit einem Vorwort 
von Dr. J. A. Hüls 8 e, Director der polytechnischen Schule in Dresden. 
Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text. 
II. Heft: Kupfertafeln, gr. 4. 1862. geh. n. 4 Thlr. 

Der Herr Verfasser vorliegender Schrift sprach gegen mich den Wunsch aus. dieselbe in 
Deutschland einzuführen; ich konnte diesem Wunsche um so bereitwilliger entsprechen, als die 
Schrift selbst für eine wesentliche Bereicherung der im Fache der Spinnereimechanik ohnehin nicht 
sehr zahlreichen Literatur zu erachten ist, und sich auf eine mechanische Vorrichtung erstreckt, 
welche mit jedem Taa-e grössere Bedeutung erhält und an deren Vervollkommnung und Nutzbar- 
machung für andere Spinnstoffe als Baumwolle auch deutsche Werkstätten sich wesentlich bethei- 
ligen, den Gegenstand selbst aber in einer Art behandelt, welche auch für den der höheren Mathe- 
matik nicht Kundigen ein Verständnis zulässt. Ich erlaube mir daher Alle, welche sich für das 
Spinnereifach interessieren, auf die in dieser Schrift enthaltenen neuen und eingehenden Betrach- 
tungen über die Wirksamkeit der einzelnen Mechanismen des Selfaclors und über die Mittel, durch 
welche einzelnen Fehlern in dem Productc des Selfaclors abgeholfen werden kann, hinzuweisen 

Dr. J. A. Hülsse in Dresden. 



Steiner's, Jacob, Vorlesungen über synthetische Geometrie. 

2 Bände. 

I. Band: Synthetische Darstellung der Lehre von den Kegel- 
schnitten, auf Grund eigener Nachschrift und mit Benutzung Unter- 
lassener Manuscripte Steiner' s bearbeitet von Dr. C. F. Geiser, 
Docent der Mathematik in Zürich. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 
1867. geh. 

II. Band: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projek- 
tiv! sc he Eigenschaften. Auf Grund von Universitätsvorträgen 
und mit Benutzung Unterlassener Manuscripte Jacob Steiner's bear- 
beitet von Dr. Heinrich Schröter, ordentl. Professor a. d. Univer- 
sität zu Breslau. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 1867. geh. 4 Thlr. 

Vorlaender, I. L, Konigl. Preuss. Cataster-Inspector und Steuerrath, 
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischer Mes- 
sungen, gr. Lex.-8. 1868. geh. 15 Ngr. 

— — — über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz 
oder überwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1868. geh. 

n. 20 Ngr. 

Weber, H. H. FreÜL. VOIl, Ingenieur, Konigl. Sachs. Eisenbahn-Director etc., 
die Technik des Eisembahn-Betriebes in Bezug auf die 
Sicherheit desselben, gr. 8. 1864. geh. 1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorliegende, von .der Kritik einstimmig 1 als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten 
unentbehrlich bezeichnete Werk behandelt den technischen Eisenbahnbetrieb in Bezug* auf die 
Sicherheit desselben in folgenden Hauptabtheilungen, deren jede wiederum in eine grosse Anzahl 
von Unterabtheilungen zerfällt, so dass nichts unerörtert bleibt, was nur irgend für den behandel- 
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nämlich: 

I. Wege und Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung, d. die Stationen. 
H. Betriebsmittel, a. Locomotiven. b. Personenwagen, c. Guterwagen, m. Be- 
wachung. ZV. Signale. V. VI. Böswilligkeit, Unregelmässigkeit, atmosphärische Ein- 
flüsse &o. VII. Asseouransen. Schi uss wort. 

— — - die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 
specieller Rücksicht auf C. J. Dum^ry's Erfindung. Mit 3 lith. 
Tafeln, gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr. 

Durch die Erfindung DumeVy's ist ein lange angestrebtes Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
vollständig; erreicht, doch näher gerückt, als durch alle früheren Bemühungen. Die vorliegende 
Schrift beleuchtet die DumeYy'schen Vorkehrungen zur rauchfreien Verbrennung* der Steinkohlen 
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnungen anschaulich. 

— — — die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa- 
giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung 
der Eisenbahn - Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

Der Verfasser weist nach , mit welchen Mitteln die Eisenbahn - Verwaltungen ohne fühlbaren 
Druck auf das Publikum sich von der Sorge um die Beschaffung* der Geldmittel für die Pensionie- 
rung 1 und Unterstützung- der Beamten, diese selbst aber von der schweren Last der Beisteuer zu 
den Unterstützung-scassen befreien können. 

— — — die Gefährdungen des Personals beim Maschinen- 
und Fahrdienst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 1862. 
geh. 12 Ngr. 

Dieses Schriftchen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn -Beamten und Arbeiter gewidmet. 
Die auf langjährige Erfahrung gestützten Vorschläge des rühmlichst bekannten Verfassers haben 
bereits vielseitige Berücksichtigung gefunden. 

Wiener, Dr. Christian, Professor an der Polytechnischen Schule zu Carls- 
ruhe, über Vielecke und Vielflache. [VIII u. 31 S. mit 
3 lithographierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr. 

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie 
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Verhältnisse an 
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Systemen von Punkten in einer Graden und einer Ebene. Mit in 
den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. geh» n. 2 Thlr. 

Vorliegende Grundlinien der neueren Geometrie sind für den ersten Unterrieht in diesem 
Zweige der Mathematik bestimmt und die ganz elementare Entwicklung des Gegenstandes dürite 
in besonderen Fällen die Lehrer der Geometrie veranlassen, einige Partien oder Sätxe der neueren 
Geometrie in den zeither üblichen Unterrichtscursus mit aufzunehmen. — Dass das Buch als eine 
vorzügliche Bereicherung der mathematischen Literatur angesehen -werden muss, hat Herr Prof. 
Bretschneider in Gotha in einer ausführlichen Beurtheilung in der „Kritischen Zeitschrift für 
Chemie, Physik und Mathematik" Heft III, S. 258 ff. nachgewiesen. 

WfiHner, Dr. Adolph, Director der Provinzialgewerbeschule zu Aachen, 
Lehrbuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
nutzung von Jamin's cours de physique de Vecole polytechnique. 
Zwei Bände in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
druckten Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Farben - 
druck. Zweite unveränd. Auflage, gr.8. 1866. geh. n. 11 Thlr. 20Ngr. 
Einzeln : 

Mechanik und Akustik, n. 2 Thlr. 16 Ngr. 

Optik, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

Wärmelehre, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

Die Lehre vom Magnetismus und der Electricität. 

n. 4 Thlr. 10 Ngr. 
Die wissenschaftlichen Vorzöge dieses neuen, elegant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik 
sind von der Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer- 
seits die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
welche tierer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen, 
es hat aber, ohne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabe 
mehr ins Auge gefasst , als dies von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen ist. 
Die Verlagshandlung freut sich , ein Urtheil des Herrn Professor J o 1 1 y in München beifügen 
zu können, welcher sich folgendermassen über das Buch ausspricht: I 

„Das Lehrbuch der Physik von Wüllner ist eine sehr gelungene Arbeit , die sich, obschon | 
es unserer Litteratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt, dennoch rasch Bahn brechen wird. Im ein- , 
leitenden Theil der Mechanik schliesst sich Wüllner noch vielfach an das Lehrbuch von Ja min 
an, sehr bald geht aber der Verfasser zu einer ganz selbstständigen Arbeit über, in welcher das I 
Lehrbuch von Jamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker [ 
in grösserer Ausführlichkeit vorgetragen sind. Wüllner' s Lehrbuch hat zunächst vor dem fran- 
zösischen Werke schon den Vorzug, dass in grosser Vollständigkeit auch die Arbeiten nicht fran- 
zösischer Forscher Berücksichtigung gefunden haben. Es hat aber zugleich in der Litteratur der 
Lehrbücher einen entscheidenden Vorzug dadurch , dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel in kri- 
tischer Auswahl und Beleuchtung die Originalarbeiten, auf welche die Untersuchung sich stützt, 
speciell angegeben sind. Der in die Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufenden 
Litteratur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugehen hat, wenn 
er im fortschreitenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschränkt sich der Verfasser 
zunächst auf den Gebrauch der Elementarmathematik , so sind doch zugleich überall die Wege be- 
zeichnet, die zum Verständnis der analytischen Behandlung führen, und die den Anfänger befähigen, 
sobald er die Sprache der höheren Mathematik sich angeeignet hat , mit Leichtigkeit den betreffenden 
monographischen Arbeiten zu folgen. Wäre der Ausdruck „eine literarische Erschei- 
nung befriedige ein längst gefühltes Bedürfniss" nicht allzusehr verbraucht, 
so würde ich ihn über aas Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeugung ge- 
brauchen." Jolly. 

Einleitung in die Dioptrik des Auges. Mit 19 Fi- 
guren in Holzschnitt, gr. 8. 1866. geh. 24 Ngr. 

Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausgegeben unter 
der verantwortlichen Eedaction von Dr. O. Schlömilch, Dr. B. 
Witzschel, Dr. M. Cantor und Dr. E. Kahl. I — X. Jahrgang 
1856 — 1867, 6 Hefte jährlich, gr.8. geh. ä Jahrgang n. 5 Thlr. 

I. — III. Jahrgang, herausgegeben von O. S-chlö milch und B. Witzschel. 

IV. » » » denselben und M. Cantor. 

V.— XI. > » » O. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Cantor. 

Zetsche, Dr. Karl Ed., die Copirtelegraphen, die Typ endruck- 
telegraphen und die Doppeltelegraphie. Ein Beitrag zur 
Geschichte der elektrischen Telegraphie. Mit 110 Holzschnitten, 
gr. 8. 1865. geh. . n. 1 Thlr. 26 Ngr. 



Druck von B. O. Teubner in Leipzig. 






ü X: 



Kener Verlag yoü B. Gr. Teubner in Leipzig 
zur Literatur der Mathematik und Physik 

erschienen in den Jahren 1866 und 1867. 

Clebsch, A. und P. Gordan, Theorie der AbeTschen Func- 
tionen, gr. 8. geh. n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

Hesse, Dr. Otto, vier Vorlesungen ans der analytischen 
Geometrie, gr. 8. geh. 16 Ngr. 

Matthiessen, Dr. Ludwig, die . algebraischen Methoden 
der Auflösung der litteralen quadratischen, cubischen und 
biquadratischen Gleichungen. Nach ihren Principien und ihrem 
inneren Zusammenhange dargestellt. Erste Serie, enthaltend: 
Substitutions - Methoden, gr. 8. geh. 15 Ngr. 

Mayer, Dr. Adolph, Beiträge zur Theorie derMaxima und 
Minima der einfachen Integrale, gr. 8. geh. 20 Ngr. 

Neumann, Dr. Carl, die Haupt- und Brenn-Punkte eines 
Linsen-Systemes. Elementare Darstellung der durch Gauss 
begründeten Theorie, gr. 8. geh. 15 Ngr. 

Keiss, M., Beiträge zur Theorie der Determinanten, gr. 4. 
geh. 1 Thlr. 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage, gr. 8. 
Mit vielen Holzschnitten im Text. geh. n. 4 Thlr. 

Scheffler, Dr. Hermann, imaginäre Arbeit, eine Wirkung 
d e r C e n t r i f u g a 1 - und Gy r a 1 k r a f t , mit Anwendungen auf 
die Theorie des Kreisels, des rollenden Rades, des Polytrops, 
des rotirenden Geschosses und des Tischrückens. Mit 23 in den 
Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. geh. 15 Ngr. 

Steiner's, Jac, Vorlesungen über synthetische Geometrie. 
I. Theil: Synthetische Darstellung der Lehre von 
den Kegelschnitten. Bearbeitet von Dr. C. F. Geiser, 
gr. 8. geh. 1 Thlr. 20 Ngr. 

II. Theil: Die Theorie der Kegelschnitte gestützt 
auf projeetivische Eigenschaften. Bearbeitet von Dr. 
Heinrich Schröter, gr. 8. geh. 4 Thlr. 

Wüllner, Dr. A., Einleitung in die Dioptrik des Auges. 
Mit 19 Figuren in Holzschnitt, gr. 8. geh. 24 Ngr. 

Wüllner, Dr. A., Lehrbuch der Experimentalphysik. Mit 
vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite unver- 
änderte Ausgabe. Vollständig in 14 Lieferungen [a 25 Ngr.] 
oder zwei Bänden a 2 Abtheilungen. gr.8. geh. n. 11 Thlr. 20 Ngr. 

— Vorräthig in allen Buchhandlungen. — 
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Aufgaben aus der analytischen Mechanik. Von Arwed 

Fuhrmann. Assistent der Mathematik und Vermessungslehre 
an der Kgl. Polytechn. Schule zu Dresden. Zweiter Theil: 
Aufgaben aus der analytischen Geodynamik. Mit in den Text 
eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 

Dieser zweite Theil wird Aufgaben aus allen wichtigeren Capiteln 
der analytischen Geodynamik enthalten und sich bezüglich der Dar- 
stellungsweise und Behandlung des Stoffes ganz dem ersten Theile an- 
schliessen. Ueber die grosse Bedeutung dieser Aufgaben für das Studium 
der analytischen Mechanik spricht sich Herr Hofrath Dr. Schlö milch 
in einem dem ersten Theile beigefügten Vorworte ausführlich aus, dessen 
Schluss hier eine Stelle finden möge: 'Sowohl für Repetitionen als für 
das Selbststudium ist eine Aufgabensammlung ohne Zweifel ein will- 
kommenes Hülfsmittel, und da in der That keine Sammlung von Auf- 
gaben aus der analytischen Mechanik existirt 2 welche den Bedürfnissen 
der Studirenden an Universitäten und polytechnischen Instituten entspricht, 
so dürfte das vorliegende Buch wohl als eine zeitgemässe Erscheinung 
gelten. Der erste Tneil desselben, welchem ein zweiter unverzüglich 
folgen wird, enthält nur Aufgaben aus der Statik fester Körper, wobei 
Probleme über die Elasticität und Festigkeit ausgeschlossen wurden, 
weil diese an polytechnischen Schulen in besonderen Vorlesungen aus- 
führlich behandelt zu werden pflegen. Die meisten der mitgecheilten, 
für das erste Studium der analytischen Mechanik berechneten Aufgaben 
sind neu; Bekanntes ist selten und nur dann aufgenommen worden, 
wenn sich später eine Verweisung darauf nöthie machte. Bei schwereren 
Aufgaben findet man eine Andeutung über den Gang der Auflösung, 
bei leichteren ist nur das Resultat angegeben. Und damit sei diese 
anspruchslose, jedenfalls aber brauchbare Schrift den Lehrern und 
Jüngern der Wissenschaft bestens empfohlen.' 

Beer's Einleitung in die Theorie der Elasticität und 

Capillarität. gr. 8. 

Das genannte Werk, welches sich an die vor einigen Jahren 
erschienene „Einleitung in die Electrostatik, die Lehre vom Magnetismus 
und die Electrodynamik" desselben Verfassers anschliesst, stellt sich 




»Vtt'T' ^'f 1 - 



STUDIEN 



ÜBER DIE 



BESSEL'SCHEN FUNCTIONEN. 



Db. EUGEN LOMMEL, 

PROFESSOR DER MATHEMATIK UND PHYSIK AN DEtt K. AKADEMIE FÜR LAND- L'ND 
PORSTWIRTHE IN HOHENHEIM. 




LEIPZIO, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNEK. 

18G8. 



_ 



■ »hltf- 



VORWORT. 



Mathematisch - physikalische Studien führten den Verfas- 
ser vorliegenden Schriftchens mehrfach atif die Bess einsehen 
"Functionen, und veranlassten ihn, sich mit denselben 
eingehender zu beschäftigen. Diese Transcendenten , theo- 
retisch äusserst interessant, scheinen berufen, auch in den 
Anwendungen des Calculs eine immer wichtigere Rolle zu 
spielen ; ja es dürfte kaum zu gewagt erscheinen , denselben 
in dieser Hinsicht gleich nach den goniometrischen Functio- 
nen ihren Platz anzuweisen. 

Es liegt diesem Werkchen der Gedanke zu Grunde, 
die Eigenschaften der Bessel'schen Functionen in möglichst 
einfacher Weise aus drei Grundgleichungen herzuleiten. 
Dabei wird jede Function eine BesseTsche genannt, welche 
je zweien dieser Grundglcichungcn , aus denen die dritte 
unmittelbar folgt , Genüge leistet ; da diese zwei Gleichungen 
äquivalent sind einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, so kann es nur zwei Arten Besserscher Functio- 
nen geben. Wir haben demnach eine Bessel'sche Function 
erster und eine Bossel'sche Function zweiter Art. 

Diese Benennung weicht ab von der durch C. Neumann 
in seiner „Theorie der Besserschen Functionen"*) adop- 
tirten, wo eine Function O, die zur Besserschen Trans- 
scendente I in einer ähnlichen Beziehung steht, wie die 
Kugelfunction Q zur Kugelfunction P, welche aber nach 



*) C. Neumann: Theorie der Besserschen Functionen. Ein Ana- 
logon zur Theorie der Kugelfunctionon. Leipzig 1867, 
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unserer Definition keine Bessel'sche Function wäre, als 
B es s eigene Function zweiter Art aufgeführt wird. Das 
erwähnte vortreffliche Werkchen von Neumann stellt über- 
haupt die Analogie der BesseTschen mit den Kugelfunctio- 
nen in den Vordergrund. Bei dem ganz verschiedenen 
Wege, den das vorliegende Schriftchen verfolgt, schien es 
dagegen geboten, jene Analogie bei Seite zu lassen und die 
Benennungen aus der Natur der Bessersehen Functionen 
selbst zu schöpfen. Das mathematische Publicum mag ent- 
scheiden, welcher Nomenclatur der Vorzug zu geben sei. — 

Bisher wurden nur BesseTsche Functionen mit (positiv 
oder negativ) ganzem Index betrachtet; der Verfasser 
glaubte auch solche mit (positiv oder negativ) gebroche- 
nem Index einführen zu müssen. Diess gelang namentlich 
durch die Gleichung (V.), welche die Definition der B es- 
se Tschen Functionen mit beliebig negativem Index enthält. 
Die Naturnot hwendigkeit dieser Erweiterung tritt klar hervor 
im dritten Abschnitt bei der Integration linearer Differential- 
gleichungen. 

Während die BessePschen Functionen mit negativ 
ganzem Index bis auf das Vorzeichen identisch sind mit 
denen von gleichhohem positiven Index, sind die mit negativ 
gebrochenem Index wesentlich verschieden von jenen mit 
gleichhohem positiven Index , und verhalten sich in Bezug auf 
die bereits erwähnten Differentialgleichungen zu den letzteren, 
wie B e s s e 1 'sehe Functionen zweiter Art zu solchen erster Art. 

Die Reihenentwickelungen der §§. 13 — 15 sind auf einem 
geradezu elementaren Wege aus den Grundgleichungen her- 
geleitet. Als Analoga zu diesen Reihen sind der Fourier'sehe 
und der Schlömilch'sche Lehrsatz mit naheliegenden Er- 
weiterungen beigefügt worden. 

Der zweite Abschnitt behandelt die B es seTschen Functio- 
nen zweiter Art, welche auf sehr einfachem Wege aus denen 
erster Art hergeleitet werden. 

Im dritten Abschnitt endlich werden mehrere lineare 
Differentialgleichungen, darunter die bekannte Riccati'sche, 
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rch Bessel'sche Functionen auf eine einfache und völlig 
erschöpfende Weise integrirt. 

Der Anhang enthält als eine vielleicht Manchem er- 
wünschte Beigabe die von Hansen berechneten Tafeln der 
Bessel'schen Functionen erster Art. 

Es war nicht meine Absicht, in dem vorliegenden Werk- 
chen, welches ich hiermit der wohlwollenden Nachsicht der 
Leser empfehle, eine umfassende Theorie der BesseTschen 
Functionen zu liefern; ich war jedoch bestrebt, die wich- 
tigsten bisher über diese Transcendenten bekannt gewordenen 
Sätze in den hier befolgten Gedankengang einzuflechten und 
dadurch dem strebsamen Anfänger einen Leitfaden in die 
Hand zu geben, der es ihm möglich macht, in das Studium 
der für den Physiker und Astronomen so wichtigen Bes- 
s einsehen Functionen mit Leichtigkeit einzudringen. 

Hohenheim, im April 1858. 

Der Verfasser. 
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Erster Abschnitt. 

Die BessePschen Functionen erster Art. 



§. 1. Beductionsformeln für J* z) . 

Die Bessel'sche Function J{ z) sei definirt durch die 

Gleichung 

n 

(I.) J{ z) = J-, . ■ * ^ f cos (z cos co) sin 2 *co . rfw 

= -^ • — - f e izc09ü) sin 2v a> . da, , 

oder, was dasselbe ist, durch 

+1 

wo das Argument z eine beliebige complexe Zahl bedeutet, der 
Index v aber reell und grösser als — £ gedacht ist. 

Um eine Reductionsformel zu erhalten, integriren wir theil- 
weise, indem wir e tzcosta sin eo als zu integrirenden Factor be- 
trachten, und finden zunächst 

/tzcoscu • 2r , 

e sin o . d co = 

. 2v— 1 c ««co8£» 2 V — 1 / £* cos oi • 2y-2 , 

Sin CO . : H ; Iß SM CO . COS CD • d CO , 

iz ^ XZ J 

folglich, wenn nur v > £ ist 

n n 

/izcoscu . 2v , 2v — 1 / »scosa* . 2v— 2 „-- „„ j« 

e sin co . e? oo = — — I e sin co . cos co . aco . 

Durch nochmalige Anwendung desselben Verfahrens ergibt sich 
weiter 

Lommel, Bessel'sche Functionen. J 
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izcosto • 2» — 2 , • 2v— 3 

e sin üo . cos o . da = — sin o . cos«. 



also, wenn v > f ist: 



+hf>'" 



, tf(sin 2r 3 ro.cosG>), 



n 



ytzcosoi . 2r— 2 Ä „ , 

e sin cd . cos co . da 

o 

« TT 

= — — I e sin o.rfra-j ^~ I e sln G>cos z ai.</G>. 

Setzt man diesen Werth oben ein, so kommt 

n n 

izcoseo -2r , 2v — 1 I izcoseo „.2t- 2^ , 

£ sin co . rfo = -^— je sin cd. da 



__ ( 2y -i)( 2l> - 3) /'/•«— ^«^„.eo,«,,.^ 
V 

1 * r 

Multiplicirt man hier beiderseits mit -7- • ~ ~> so erhält 

man für die Bessersche Function /£) folgende Reductionsformel: 

(iL; J{z) = — - — J(z) — J iz) . 

oder auch, wenn man v-j-1 statt v schreibt: 

(IIa) £.£,-= /.- 1 + j#\ 

Von diesen Gleichungen gilt die erstere, so lange v > £, die 
zweite, so lange v > -J- ist. — 

Mit Hilfe der Formel (II.) kann J v (wir lassen der Kurze 
wegen das Argument z weg) auf J v ~ x und 7 r "" 2 reducirt werden. 
Drückt man alsdann mittelst der nämlichen Formel J v ~ l durch 
J v ~ und J v ~ s aus, und setzt diesen Werth in (II.) ein, so er- 
erscheint jetzt J v auf J v ~ 2 und J v ~ 3 zurückgeführt. Durch m malige 
Wiederholung dieses Verfahrens kann schliesslich J v durch J v ~ m 
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Die Bessel'schen Functionen erster Art. 3 

und J*~ m ~ ausgedrückt werden. Das Gesetz, nach welchem sich 
diese Reduclion vollzieht, ist meines Wissens bis jetzt nicht be- 
kannt gemacht worden. Dasselbe ist ausgesprochen in folgender 
Gleichung: 

,_„_! ^-7 p (m-l-pf'- 1 (2v-2m + 2+2p) m - l - 2 rt 2 

wo die Ausdrücke hinter den Summenzeichen 2 die allgemeinen 
Glieder zweier endlichen Reihen vorstellen, deren einzelne Glie- 
der daraus hervorgehen, wenn man statt des Buchstaben p nach 

und. nach 0, 1, 2, ... und alle positiven ganzen Zahlen einsetzt; 

% m 

in der ersten Summe braucht man aber p nicht grösser als — 

zu nehmen, weil für grössere Werthe von p der Factor (m — />) p,—1 
und damit alle folgenden Glieder der Reihe verschwinden ; ebenso 

braucht in der zweiten Reihe p den Werth T ^- nicht zu über- 
steigen. 

Die allgemeine Geltung der obigen Formel ist erwiesen, sobald 
gezeigt ist, dass dieselbe, wenn sie für irgend einen Werth von 
m zutrifft, auch noch für den nächstfolgenden Werth m-j-1 richtig 
ist. Man erhält aber aus (IL): 

jv—m 2(v — m 1) y— m _i -_ OT _2 

z 
Setzt man diesen Werth oben ein, so ergiebt sich zunächst 

y * = / r-m-l>T7/_ 11 P (m—p)^- 1 (2v -2m-2) (2v-2m+2p) m - 2pl2 

— j™- 2 yr (_i)P 



— J* 



-^(-l)' 



p\ 


z m-2p+l 


(m-p)^- 1 


{2v -2m + 2p) m - 2 ^ 2 


p\ 


z m-2p 


(ro-1 — pf\- 


-l {2v-2m+2+2p) m - i - 2 ri 2 



^m — 1 — 2 p 



wo jetzt noch die zwei Summen, welche mit j v ~ m '~ 1 multiplicirt 
sind, in eine einzige zusammengefasst werden müssen. Sondert 
man zu dem Ende Von der ersteren Summe das erste Glied ab, 
indem man zuerst 0, dann p-fl an die Stelle von p setzt, so 
geben beide zusammen: 
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_ VUIV (m -l-p)*»'- 1 (Zv-2m+2 + 2p) m - 1 -W 2 
/< * ' p\ ' z m-l—2p 

_ (2v— 2w-2)" , + 1, ^_ 

__ >T7/_ 1 vP ( m-l-p) P'- 1 (2 y -2 W » + 2+2^r- 2 - 2 ^' 2 (w-pH2v-2»i + 2};) 
^ V ^ p ! " - z m-l-2p ' p + 1 ^ 

_ (2 y -2 W -2)^ { ' 2 Y[_l]^ (y^-p)^ 11 " 1 (2 y -2yn+2p ) w, - 1 - 2/ ?;2 

zm+ i T" ^ l 2 J • (p + 1)! ' x »-i-*p 

_ VUll' (m+I-p)"" 1 (2 y -2m-2 + 2p) w + 1 - 2 y' 2 
Wir haben demnach gefunden 

7 r _ r*— 1<V/ -.iP (m+l-p^l- 1 (2 y ~2m-2+2 JO r+ 1 - 2 ^' 2 
J — J ^j \ L ) ' p \ ' z m+l-2p 

T r-m-2SJ( ^P ( m-p)*'- 1 (2r-2m+2pr- 2p|2 

eine Formel, welche auch aus Gleichung (1.) hervorginge, wenn 
man daselbst m -f- 1 statt m einsetzen wurde. Ist daher jene 
Gleichung für irgend ein m richtig, so gilt sie* allemal auch für 
m -j- 1 ; ihre allgemeine Geltung ist demnach ausser Zweifel ge- 
setzt, denn für m=l geht sie in (IL) über. 

Setzt man in (1.) v = m -f- 1 , so erhält man speciell für 
positiv ganze Indices: 

(2) J m+i = 7 1 Vf— 11' . (i "~^ p '~ 1 (2p+2r~^ 12 

1 '" ^J l ' p\ z m-2p 

>^i * ' pl tn -i—2p 

jV + 1 

§. 2. Entwicklung des Quotienten -&- in einen 

Kettenbruch. 

Aus der Gleichung (II.) folgt, wenn man daselbst v + 2 stall 
v schreibt und dann durch jff 1 dividirt: 

j m 2 = 2 ( v + 1] — 3h . 

/H-i z r v + 1 
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Setzt man zur Abkürzung 

Q v = J J*- , 
so heisst jetzt obige Gleichung 



qv+1 = 2(y+l) 1 



woraus sofort 



ö* 



(1.) Q* = . 2 ___ 

* 2( V +i)- 2 <r+- 1 

folgt. Durch fortgesetzte Anwendung dieser Relation erhält man 
den continuirlichen Bruch 

Q v = 



2(*+l) 



2(*+2) 



2(*+3) -.. 



2( V +m)- 2 Q*+"< 

Da der Quotient Q v zweier Bessel'schen Functionen, deren Indices 
um die Einheit differiren, bei wachsendem Index offenbar ver- 
schwindet (wie aus dem blossen Anblick der Definition (I.) un- 
mittelbar einleuchtet), so darf in vorstehendem Kettenbruch das 
Restglied zQ^~ m weglassen und derselbe ins Unendliche fortgesetzt 
werden. Man hat alsdann mit Rücksicht auf die Bedeutung von Q v : 

(2.) '<•> - z 



J U 2(r+l) — 



»M-iJ-i^ 



Um den Quotienten — — zweier Bessel'schen Functionen, deren 
j 

Indices um 2 verschieden sind, in einen Kettenbruch zu verwan- 
deln, haben wir aus Gleichung (IL): 

oder mit Benützung des vorstehenden Resultats 

(3). ^=_ 1 + ^+ü 



J (z) . 2(v+I) 



2 (*+ 2 > " w-f*> 
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Mittelst dieser Formeln (2.) und (3.) könnte man J v+1 und J v + 2 
berechnen, wenn J v bekannt wäre. 

§. 3. Differentialeigenschaften von J{ z) . 

In der Gleichung (IL) ist eine Grundeigenschaft «der Function 
J* z) ausgesprochen. Zwei andere wichtige Gesetze ergeben sich 
leichter und einfacher, wenn wir statt der Function /(*> dje andere 

z 2 3\v~7) betrachten. Bezeichnen wir der Kurze wegen den 
Factor ^^ • ;rrv — li\ einstweilen mit K, so erhallen wir durch 
Differentiation nach z: 



\z Q(Vv)j uc^ f e i v 

dz 2VzJ 



2COSW sin 2 *a>.cosa>.da> 



= —-T7= r^^sin 2 ** 1 ©]* — ^Ts^rvr ( # FzC0SÖ, sin 2v + 2 G>.rfa>, 

o 
oder, weil das vom Integralzeichen befreite Glied für v > — -J- 
verschwindet: 

A z 2j (y-*)) = K__ _ I ei^o'o.sm^u.da. 

dz 2(2i/ + l) € / 

o 

ßedenkt man nun die Bedeutung von K, so hat man die Gleichung: 

(III.) ^ = — i z J {YT) 

und daraus durch (m — 1) malige Differentiation: 

( Ula ) - — — ^s — \ il " J {V7) • 

v 

Um daher die Function z 2 JJy^-\ wmal nach z zu dif- 
ferentiiren, braucht man nur den Index v um m zu 
erhöhen, und den Factor (— %) m beizufügen. Dieser Satz 
gilt vorläufig für jedes v > — ■£. 
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Wendet man die Gleichungen (IL) und (III.) auf die Differen- 

V 

tiation der Function z 2 J^y~r\ an, so gelangt man zu einem wei- 
teren bemerkenswerthen Satze. Es ist nämlich mit Anwendung 
von (III.): 

dz dz 

Nach (II.) aber ist, so lange v > £ : 

T v+1 2v T v T v-l 

folglich 

r— 1 v— 2 

— i z 2 J \vk) +« ! J lv- Z ) 

v — 2 v— 1 v— 2 

v-1 



= —.VZ 2 J t 



v—l 

V— 1 



(iv.) . " x " -r 9 " = * • * 2 f{V7) 



\y-z) + i z 2 j \vt) + v * 2 J (Vr) 

V— 1 

Mau hat sonach 

Differentiirt man diese Gleichung noch (m — l)mal nach z, so 
erhält man: 

om ( ,2" ,/ v ) v-m 

( lv - a -) d . m = (i) • * Vr) > 

d. h. um die Function z 2 J\vT) mma ^ nach z zu differen- 
tiiren, braucht man nur denlndexv um m zu vermin- 
dern, und noch den Factor (•$■)"* beizufügen. Dabei wird 
jedoch vorausgesetzt , dass v grösser als m — £ sei. 

Setzt man in der Gleichung (IV. a.) m-\-v statt v, so nimmt 
sie folgende Gestalt an: 



V 



(w+r \ 



(IV. b.) x dzm K ' z,/ = («" • * 2 -'(Vt) 

und macht man hierin v = 0, so hat man noch 
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» 

Setzt man sowohl in (III. a) als in (IV. a) v = 0, so erhält mau 

m 

Wollte man die letztere Gleichung gelten lassen, so müsste man 
die Bessel'sche Function für negativ ganze Indices durch die 
Gleichung 

•jjrr = (-i)-/ff, • 

definiren. Die allgemeine Definition für ein beliebig negatives v, 
von welcher diese hier nur ein specielier Fall ist, wird im nächsten 
Paragraphen gegeben werden. 

Denkt man sich sowohl in (III.) als in (IV.) f = z 2 an die 
Stelle von z gesetzt, und multiplicirt sodann jede derselben mit 

di — 2, 

dl — 2z ' 
so erhält man folgende zwei Gleichungen: 

l 1 -) •%-% ~~ (z) 

/« , d(z v J? z) ) t 

(2.) dz = z J {z) . 

Aus diesen gehen wiederum , w enn man zur Linken die Producle 
differentiirt, folgende zwei Gleichungen hervor: 

( 3 )- -gr t J{z) ~~ /(2) 

(4). "^ = — ~ J{z) + /(«) • 

Durch Subtractiou dieser beiden Gleichungen würde man auf (II. a.) 
zuruekkommen ; ihre Addition aber fuhrt zu der Formel 



Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung erhält man weiter: 
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(6)- ^ = <*r 2 (-i) p • =£ jsr^' . 



eine Formel, deren allgemeine Geltung durch das oben (§. 1) be- 
reits angewendete inductorische Verfahren leicht bewiesen werden 
kann. 

Die Multiplication der Formel (5.) mit der Gleichung (H.a.) 
ergibt endlich noch 

(7) ^ . 8 W = (j ^y _ (y H- ? . 

§. 4. Definition von /£) für negative v. 
Wendet man auf die Gleichung (III. b.), nämlich auf 

y ™ ( „ 2 , m + v v ) 






_ ~di~ 

zur Rechten den Satz 






g.» jU. P- dz f dz m - p 



an, indem man bedenkt, dass 



&*** ,. , „|_i „,+,-, 



und nach (III. a.) 



■ "- =1—*) z J {VT) 



($) z* J{VT) = ^ (— t) * --] • * •'(KT) > 



2 jjtn+v—p 

dz m-p 

ist, so erhält man zunächst 

also, wenn man jetzt z 2 statt z schreibt, und beiderseits mit 
2 m z~ v multiplicirt: 

( v.) 4, = (-irÜW • '" p '" 1 y )yM z~" ■ 4> + *^ 

p=Q V ' 
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Die endliche Reihe zur Rechten befolgt, so lange v > — £ ist, 
die nämlichen Gesetze, wie die Eingangs definirte Function /<-), 
indem sie alsdann mit ihr vollkommen identisch ist. Sie befolgt 
sie aber auch dann noch, wenn v negativ und kleiner als — £ ist, 
so lange nur 2 m + v — p grösser als — ^ bleibt, was aber wegen 
des willkürlich zu wählenden m immer bewirkt werden kann. 

Die Gleichung (V.) kann uns daher, als Definition 
der Function Jfa gelten, für den Fall, dass v negativ 
und unter — \ ist. Durch sie kann J* z) bei negativem v auf 
unendlich viele Arten durch eine endliche Reihe dargestellt wer- 
den, welche nur Ressel'sche Functionen mit positivem Index ent- 
hält, wenn nur das positiv ganze m der Redingung m -f- v > 
gemäss gewählt wird. Wo also die ip der ursprünglichen Defi- 
nition (I.) der Bessel'schen Function zugeschriebene Form zu gelten 
aufhört, tritt die neue in Gleichung (V.) ausgedrückte Form dafür 
ein. Für diese neue Form der Function gelten die Grundgesetze 
(IL, III. und IV.) ebenso gut, wie für die anfängliche, was sehr 
leicht nachzuweisen isl. 

Wir können daher jetzt aussprechen: 

Die Gleichungen (II., III., IV.) und alle daraus abge- 
leiteten gelten für jedes beliebig reelle (positive öder 
negative) v. 

Darum gilt auch die Gleichung (V.) selbst, auch wenn zur 
Rechten Bessel'scbe Functionen mit negativen Indices auftreten, 
falls man denselben nur die Bedeutung beilegt, welche sie gemäss 
ihrer durch die nämliche Gleichung (V.) gegebenen Definition haben 
müssen. 

Als speciellen Fall erbalten wir aus (V.) für v = — m 

(V.a.) JZT = (-1)"^) 

eine Gleichung, auf welche wir bereits durch die Betrachtungen 

des vorigen Paragraphen geführt wurden. 

Um eine Anwendung der letzteren Gleichung zu zeigen , werde 
in (IV. a.) 2 m statt m und m statt v eingesetzt. Es ergibt sich 
zunächst 

• a'-(^) ,„--?,-'<• • 

J^ = (t) * J (rr) • 

sodann mit Rücksicht auf (V.a.) 
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dz 2m — V — ^ * ~g^ J (V7) ' 

Dasselbe Resultat erhält man anch , ohne negative Indices zu ge- 
brauchen, wenn man* (IV. c.) mmal nach z dilferentürt und dann 
(III. .) anwendet. Man findet nämlich zunächst 



?»-G'""./("Ki-,) 



2m W ' 



Nach (III. .) aber ist 

.und man hat sonach dieselbe Gleichung wie oben gefunden. 

§. 5, Entwicklung von (s + ä) - 2 J(yz+jk) m 
Durch Anwendung des Taylor'schen Lehrsatzes auf die Func- 
tion z 2 J {VT) erhalten wir: 

(*+*) J {vr+H) ~£ji ^r 

wo 6 ein echter positiver Bruch ist und dem p alle positiven 
ganzen Werthe von bis n beizulegen sind. Nun ist aber 
nach (III. a.) 

Man hat also 

(VI.) (z + h) * /(V^) = 2, (-1)" • r^, W * /('+/) 



+ (— 1) • fZW (* + »*) 7 (*^FW0 
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V 

Durch dasselbe Verfahren, angewendet auf die Function z 2 J[yj)* 
ergibt sich 

(VH.) (*+A) f fe» = T & * V ^F) 

. - v—n—1 

+ ^+fj2 (*+®*) 2 y (V^T0Ä)- 

Beide Formeln (VI.) und (VII.) gelten für jedes beliebige reelle v. 

Die Gleichung (VI.) kann übrigens auch ohne Anwendung des 
Taylor 'sehen Lehrsatzes, freilich nur für positiv ganze Werthe des 
Index, in folgender Weise abgeleitet werden. 

Das Doppelintegral 

werde über die Oberfläche eines Kreises vom Radius 1 ausgedehnt, 
so dass die Veränderlichen u und v an die Bedingung u 2 -\-v 2 ^l 
gebunden sind. Führt man -nun statt u und v die neuen Variabein 
u und v mittelst der Gleichungen 

uj/y + z = u'j/y — vj/z 
vj/y + z = u'j/z + vj/y 
ein, so hat man erstlich 

u Y~y + v Y z = u'Yy+ z > 



ferner 



dt 



demnach 



?- = l/ y — = l/ z 

du f y-\-z du' V y-\-z 

du^ -n/ z dv i / ;/ 

dv' V y-\-z dv' V p-\-z ' 

du dv du dv t 

du dv' dv du 

Das umgeformte Doppelintegral lautet demnach 

jj £ iu Ff+r* .du dv' 

mit der Bedingung w' 2 + v' 2 <;l, weil ja u 2 -\-v' 2 = u 2 -\~v 2 ist. 
Integrirt man nun hier zunächst nach v, so erhält man, weil 
Yl — u 2 und — ]/l — u 2 als obere und untere Grenze für v\ 
dagegen -J-l und —1 als solche für u einzusetzen sind: 



Die Bessel'schen Functionen erster Art. 13 

+1 
ffe iu ' V »+ z du'dv = 2 fe iu ' y * :F ytt~*-du 



= 2n 



n+i. * 

Integrirt man dagegen das oben vorgelegte Doppelintegral zuerst 
nach i;, so ergibt sich 

CC&*y*±*V* du dv=^ / *"< y y(e y ^*' v ~* - e-iW-^Vl^ d u 

Nun ist 

e iVIz^VT _ e -iVi=-ü>VT = 2 ,sin (j/l — u 2 j/7) 

— Jl ^ l 2) (2p+l)! 

Folglich hat man 

* IST - ^ (_1) isH-i)« J ' ll " ' dw ' 



oder, weil 



* ■-£* „_, Jfe, 



/> y > (1 - u*)— du = „ . ii-HI» . toi 
-i j,* 

ist, die folgende Formel, welche nichts anderes als die Gleichung 
(VI.) ist für v = 1 : 

p+i 

~n^Y ~ ^ [ ] v» y ^ 

•Differenüirt man diese Gleichung nach Anleitung der Formel (III. a.) 
(n — l)mal nach y, so liefert sie sofort die Entwickelung von 

n 

{y-\~z) 2 J?y-j- z \ für jedes positiv ganze n. Auch die ent- 
sprechende Formel für J° kann daraus abgeleitet werden, wenn 
man mit y-\-z beiderseits multiplicirt, dann zur Linken nach 
(IV.), zur Rechten nach (III.) differentiirt, und schliesslich noch 
die Reductionsformel (IL) anwendet. 

Integrirt man das obige transformirte Doppelintegral nach u 
(die Accente können jetzt als überflüssig weggelassen werden) , so 
erhält man 
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+1 



C C e iuV y +z du dv = !___ n e iV y+z yi-^_ e --iV^ z y l - v ^ dv 



2 

VPF 



z I sin (yy + z • j/l — * 2 ) dt? 



Man hat daher, zusammengestellt, für die Function /' folgende 
bemerkenswerthe Gleichungen: 



(!■) 



= ^T ff <***+* du dv , 

wo m 2 + v 1 < 1 ist ; und weiter 

+i 

ji (y^+z) = h±i /V-*r«in (j/l ^r^7 2 ) • rf« 

+t 
= ±jsin (/^+~z Yl—u l ) • du , 



(2.) 



und darum auch 



+i 



Jl W = I" / cos M V 1 —" 2 ' du = i I sin (z j/l— w 2 ) • tfw, 
oder, wenn man darin einmal w = cosg>, dann w = sinG> setzt: 



(3.) 



J 1 (z) = — / cos (z cos o) sin 2 co • da = — / cos (z sin w) cos 2 « • da 



= — I sin(zsinw)sinco-do) = — I sin (z cos od) cos a*da. 



V- 



V- 



§. 6. Entwickelung von •/<£) nach Potenzen von z. 

Mit Hilfe der Formel (VI.) lässl sich Jfa bequem in eine nach 
Potenzen von z fortlaufende Reihe entwickeln. Wir setzen näm- 
lich in (VI.) z = und A = z, und erhalten: 



J [rr) 

V 

*2~ 



\Z 2 / r=0 
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Es is aber 

\ Z * / r=0 Ü 

Setzt man i% dem letzteren Integrale cosco = 2x — 1, folglich 
sin ca 

n 1 



= 2]/x(l—x) , rfw = — -r — _» so wird 



= 2 2v + 2p . (»{v + p + ^.v + p + ti 
r{2v+2p+l) ' 

Man hat also 



13* /. 



\ « - / r=u 

Nun ist 



folglich 



V n 



m - 



1 



2*+r r {v+p+l) 2 r (2v + 2)'' |2 I>+l) 

z=zO 

Setzt man diesen Werlb oben ein, und schreibt z 1 statt z, so 
lautet die gesuchte Reibe 

Als unendliche Reihe betrachtet, convergirt dieselbe für jeden 
Werth von z; bricht man sie aber mit dem (n-j-l) ten Gliede ab, 
so muss noch das Ergänzungsglied 

2"+ 1 l 2 " (Gz) v+n + l 

hinzugefügt werden. 

Um aus der Formel (VIII.), welche, weil bei ihrer Ableitung 
die Gleichung (I.) benutzt wurde, nur für v > — -J- gilt, die 
speciellere für ein positiv ganzes v(=n) herzuleiten, berücksich- 
tigen wir, dass 



(_l)*+ l - z (öz > 
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r(n+l} = n! = l w|1 
ist, und erhalten sogleich 

(VHi.a.) jfr - £ i-V • j££» 

und daraus noch specieller für n = und n = 1 : 

und 



X, * ' 2 p|2 2 H-H2 — 2 ^ v ; />!(?> + l)l 

Beiläufig sei noch bemerkt, dass in allen Summen, denen für den 
veränderlichen Buchstaben (hier p) nicht besonders Grenzen bei- 
geschrieben sind, demselben nach und nach alle positiv ganzen 
Werthe von bis oo, die Null mit eingeschlossen, beigelegt zu 
denken sind. 



§. 7. Andere Reihenentwickelung. 

Um eine von der vorigen verschiedene, aber ebenfalls nach 
steigenden Potenzen von z fortlaufende Entwickelung von Jfc zu 
erhalten , setzen wir in dem Integral 

+1 



/ 



COS ZU (1 — M 2 ) 2 • du 



— 1 
w=l — v. Dasselbe verwandelt sich dadurch in 

2 



/ 



cos *(!—») 0(2 — *)] T • dv, 



oder, wenn man den Cosinus entwickelt, in 



cos* / coszv[v(2 — v)] V "* -dv -f- stnz / s\nzv[v(2 — vf] *-dv . 
o o 

Indem man hierin coszv und sin zu resp. durch die Reihen 

1 - ^T + T\ und zv — "gr + TT — '" ersetzt 

und dann Glied für Glied integrirt, erhält man für jedes dieser 
beiden Integrale eine nach positiven steigenden Potenzen fort- 
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schreitende Reihe. Bezeichnen wir diese, Reihen einstweilen mit 
M und N, so haben wir 

(1.) j£ } = -— . — — [M cos 2 + ^ sin z ) • 

Wendet man dieselbe Transformation an auf das Integral 

F »-4- 

I ür\zu{\ — m 2 ) * . du , 

dessen Werth Null ist, so gelangt man zur Gleichung 

(2.) = M&inz — Nco&z . 

Eliminirt man nun aus (1.) und (2.) zuerst N, dann M, so erhält 

man 

(3.) J( Z \ . cos z = =r= - — — M , 

(4.) J( Z) . sin « = ^= • — — — - — iV . 

Um daher die Reihen TW und N zu entwickeln, brauchen wir nur 
die im vorhergehenden Paragraphen für J{ 2) angegebene Reihe resp. 
mit den bekannten Reihen für cos z und sin z zu multipliciren. 
Indem man dabei in geeigneter Weise zusammenzieht, findet man 

M—l/lf Q>+*> /l _ 2 -^+l i! 4- fty+6)(2ir+7) z* _ 
ifi ~ ^ r(v+l) \ 2v + 2 " 2! -t* (2v + 2) (2V+4) 4! 

__ (2y+7)( 2y+9)(2y +ll) a£ , 1 

(2v+2)(2v + 4)(2v + 6) " 6! » "j 

— TA; *>+*) V/ l^P - (2y + 2p+iyl > z 2 ' 

— ' W - I> + 1) Zl K ] (2^+2)^ • (2p)! 

und 



v_i/i r ( v +l)/ r 2^ + 5 z» , (2 y + 7)(2 y + 9) 
* _ f Ä ' I> + T) \* ~~ 2 * + 2 ' 3! -T" 



(2v + 2)(2v + 4) 5! 



(2y+9)(2y+ll)(2y+13) ^ 
(2v + 2) (2v+4)(2*+6) * 7! 



+ 



_ 1 rz *>+*) V[-rf (2 y +2p+3)" 2 m z*?+ l m 
— V % ' r(v+l) Zl [ > ' (2*+2)'l 2 (2p+l)i 

Wir erhalten daher für J* z) folgende, für jeden Werth von z con- 
vergente Entwickelungen 

IVA t* z * VW 1\* (2t/+2p+D y|2 «* p 

(5). ^•^ = 2 T7^^ ) 2;(-- 1 ) ■ (2y+2) ,| 2 -^rtl' 

Lommel, Bessel'sche Functionen. 2 
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(6). j M . m z = — {;r+ - -^fr- tf ' " ^V ' (W)*' 
l'J. 'w — 2 *i>+i)^ 1 j ' (2* + 2)>'l* " (*ri ! 

z'sin; Vf _, ( 2v + 2p+3) P|2 ^^ 
"*" 2*I> + 1) ^-/ * (2 V + 2fl 2 (2H-1)! 

Aus dem blossen Anblick der Gleichungen (3.) und (4.) erhellt, 
dass die Reihe M Null ist für z = \it 9 \it, \% ... überhaupt 

für z = -^t_ 7r , was auch v sein mag; und dass ebenso N 

für s = mit verschwindet. 

§. 8. Integralformeln für J? z) . 

Durch Umkehrung der Sätze des §. 2. erhalten wir eine ent- 
sprechende Reihe von Integralformeln. Aus (III. a.) ergibt sich 
durch m malige Integration nach z: 



m 

s 



* j{p} } . dz m = (-2)- . z * r {vl) 

+ (-t)"^ C p . z* , 

p = 

wo die bei der wiederholten Integration eingehenden m willkür- 
lichen Constanten, unter dem Summenzeichen zur Rechten, mit 
C p bezeichnet sind. Um diese Constanten unter der Voraussetzung, 
dass jede Integration von bis z ausgeführt wird, zu bestimmen, 
diflerentiiren wir die vorstehende Gleichung wieder wmal nach 
z, und erhalten 






4-»i v-\-n 

2 T v + m A« m — n ( 0\ m ~ n „ 2~ T v + n 

J (VT) ' dz = \— 2 ) ' z J (VT) 

p =m — l 

jp-n 



p = n 

In der Summe zur Rechten können wir p, statt von n bis m — 1, 
ebenso gut auch von bisro — n — 1 gehen lassen, nur müssen 
wir alsdann p-\-n statt p schreiben. Die Summe lautet jetzt: 

(-2)" 2 C^.lp+nf-'z". 

p=0 
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Setzt man nun z — 0, so erhält man, weil unter der oben ge- 
machten Voraussetzung das Integral zur Linken verschwindet: 

(v+n_ \ 
Z 2 / z=0 

Da nun, dem vorhergehenden Paragraphen zu Folge, 



' rATKU 

so haben wir 



\ 2 2 / 2=0 



C n = - — t=tf 



2*I> + 1).2" |2 (2*+2)"I 2 

Setzt man dieses^Resultat in die erste Gleichung ein , so hat man, 
wenn jede Integration von bis z ausgeführt gedacht wird: 

(1.) J x~ ^ j[PZ) .<**"-=(— 2)'" . z~ *" /(W) 

(— 2) m <7 (— rf ._# 



2 



p\2 



2 v T(v + l) X 2*l 2 (2*+2) 
Für m = 1 ergibt sich daraus speciell: 

(l.a.) J z "* /(KT) . rfz = - 2 . z ^ / {yT) + 

Wird ebenso die Formel (IV. b.) des §. 2. mmal nach z integrirt, 
so kommt zunächst 



2 V r(v+i) 



j 



y »i-f-r 

z*J(V7) .dz m = 2 W . z^~ J ( Tt) 



Gehen sämmtliche Integrationen von bis z, so verschwinden 
alle willkührlichen Constanten, und man hat einfach: 



(2.) J z* j{v7) dz m = 2 m . z 2 J$T) 

und speciell für m = 1 : 

(2.a.) / z*jIvt) . dz = 2z *~J(VT) 



I 
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Zwei weitere Integralformeln resultiren aus den Gleichungen 
(1.) und (2.) des §. 2., nämlich 



und 

(4). 



Z 

(3.) /V'jst ** - - «-•& + ^ 

z 

/V T V — 1 . V T v 

z J(~) . az = z j( 2 ) . 



Hier wie oben ist die Bestimmung der willkührlichen Gonstanten 
unter der Annahme v > — £ ausgeführt: es gelten jedoch sämmt- 
liche Formeln, von den Constanten abgesehen, auch für beliebig 
negative v. 

Eine weitere brauchbare Formel erhalten wir durch Umkeh- 
rung der am Ende des §. 3. entwickelten Gleichung 



a* 



'(■"'(Vn) 






0* 

Integrirt man dieselbe 2 m mal nach z, so folgl 



2 m 



(5.) fz-Tjh) • ***" - (-1)" • 2 2m . *" j'vt) , 

wo wiederum keine willkührlichen Gonstanten beizufügen sind, 
wenn alle Integrationen zwischen und z sich bewegen.. 
~ Beispielsweise ergibt sich daraus für m=l: 



z z 



Schliesslich möge noch auf ein bestimmtes Integral aufmerksam 
gemacht werden, welches aus der Formel (3.) hervorgeht, wenn 
man dort die obere Grenze = oo setzt. Wie später gezeigt wer- 
den wird, verschwindet J* z) für z = oo, und man hat daher 

J 2T(*+t) 

§. 0. Folgerungen aus den Formeln des §. 5. 

Aus den Formeln (VI.) und (VII.) des §. 5. lassen sich einige 
interessante Reihenentwickelungen ableiten Setzt man nämlich 
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in (VI.) z 2 statt z und kz 2 statt h, so erhält man, wenn das Er- 
gänzungsglied weggelassen und die Reihe ins Unendliche fort- 
gesetzt gedacht wird, zunächst 

jln+i) = (i+*F ^(-i)' • ^ • ■$?*. 

oder, wenn man A 2 statt l-f-£ schreibt: 

(i.) jj., = r ^ (-!)" • ( -i^ • *" • JÖ* 

und daraus speciell für A = j/2 : 

(2.) / ( ;kf) =2^2 , (- l ) p -iSr'<t'. 

Setzt man ferner in (VI.) z 2 statt z und — z 2 statt A, und be- 
denkt, dass 

( J Jk) = _ * (\m' v u.da> i 

\z*/*=o J^. 2 r .r(v+4)^/ 2*i>+i) 

ist, so hat man 

(3 ' } 2 ifl* ' J( ^ = 2*i>+i) ' 

Für v = , 1 , 2 , . . . ergeben sich daraus folgende speciellere 

Formeln: 

'»2*2-4» 2.4-6 ~ 



Wenn man daher die Glieder der unendlichen Reihe 

•* s - 1 + y + Ä + drre + *•• 
folgeweise mit J°, J 1 , J 2 , ..., oder mit Z 1 , J 2 , Z 3 , ..., oder mit 
J 2 , / 3 , / 4 , ... u. s. w. multiplicirt, so erhält man als Resultate 
nach und nach die einzelnen Glieder der nämlicher! Reihe e . 
Aus (VII.) findet man, wenn man daselbst ebenfalls z 2 statt z 
und ■ — z 2 statt h substituirt, und wenn v grösser als ist: 



(s.a.; 
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Ist hier v positiv ganz = m -\- 1 , so kann diese Reihe in zwei 
zerlegt werden, deren eine endlich ist und nur Bessel'sche Func- 
tionen mit positiven Exponenten enthält, während in der andern 
unendlichen nur solche mit negativen Exponenten , nebst/ , vor- 
kommen. Man hat nämlich statt der vorigen Gleichung, wenn 
man v = m + l setzt, und den Factor z" 1- * -1 unterdrückt: 

2 ( - 1)P • $^ l ~ p + "2 { - 1)P "& • J ^~" - °- 

p = p=m+l 

Schreibt man nun in der zweiten Summe, mit Rücksicht auf Glei- 
chung (V.a.) in §. 3., (_i)-+ 1 -^/'— x statt / m+1 ^, so wird 
die vorhergehende 

p=m jp f>=» „ 

2 (-i) p • ^ 'tf l - p - (-*r 2 pp ^ - ° ' 

oder, wenn man in der zweiten Summe lieber p-\-m-\-l statt 
p schreibt, und dann p von bis oo gehen lässt: 

^ 2 i^l+p|2 J W — ^ l ^ 2 P' 2 (Z) " ' 

oder auch, wenn man die Glieder der endlichen Reihe zur Rechten 
nur umgekehrt anordnet: 

p = 

Ffir m = , 1 , 2 , ... geht daraus folgende Gruppe hervor: 

2 J + 2-4 ^ +2.4-6 ^ + ^ 

z 



(4 b.)- 



^4 /0 +2TI76 ^ + 2.4-6.8 /2 H T ^ ~ /2 

ä^6 /0 + 24.6.8 Jl + 2.4.6-8.10 /2 + " * = 24 Jl ~ f J * + /3 



Diese Reihe von Gleichungen hätte man übrigens auch dadurch 
erhalten können, dass man in der ersten Gleichung der Gruppe 
(3.a.) }/ z statt z gesetzt, dieselbe sodann gemäss (IV. a.) romal 
differentiirt und nachträglich wieder z 2 statte geschrieben hätte. 
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Wird von der mit -|- multiplicirten ersten Gleichung der 
Gruppe (4. b.) die zweite abgezogen, so kommt 

24 J + 2- 4-6 ^ + 2- 4- 6-8 ^ + 2.46810 J + — ^ * 
Multiplicirt man ferner die zweite Gleichung mit -£-* zieht 
die dritte davon ab, und combinirt die so erhaltene Formel in 
geeigneter Weise mit der vorstehenden, so ergibt sich: 

* 3 j° i 3 * 4 r i 6z5 ^ i 10z6 /m j3 

2-4-6 '2.4-6-8 ~2-4. 68-10 ~ 2-4-6-8-1012 * J ' 

Auf diesem Wege kann jede der Functionen J x , J 2 , / 3 , ..., /»H- 1 
durch alle übrigen von J° an ausgedruckt werden. Man bemerkt, 
dass in den Zählern der Coefficienten die figurirten Zahlen der 
O len , 1., 2., 3., >.. Ordnung auftreten. 

In übersichtlicher Schreibweise lauten die entsprechenden 
Formeln : 



(5.) 



r3 = V (y+^tp + g) _^ 
J ^ 1-2 " 2 P^t2 



/-■* = v t*±*t 



mjl 



Die allgemeine Gellung der letzteren kann durch folgendes In- 
ductionsverfahren dargethan werden. Nachdem }/ z statt z gesetzt 

_m+l 

und beiderseits mit z 2 multiplicirt worden ist, düferentiire 
man nach z, wobei links die Grundformel (III.), rechts aber (IV.) 
zur Anwendung kommt. Dadurch erhält man: 

oder, wenn rechts das erste Glied abgesondert, — J x statt / _1 

y/i+2 

gesetzt und beiderseits mit z 2 multiplicirt wird: 

y m+l y+w+2 

tn+2 s~~ 2~ 1 ^-f f»— U2)*"' 1 Z 2 T f> 

A*T) = ^+m ■ '[VI) - ^ ml * äS^H-T2 * '^ • 
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Substiluirt man hierin statt ^(Vr) die oW S e Reihe (5) * nachdem - 
man yit statt z in sie eingesetzt, so kommt: 

«4-2 v-t « Z 2 P ^(p-L^)*' 1 Z 2 » 

_ vf i— - Je±!t!L\ . ^/n 

Nun ist aber, wie man sich leicht überzeugt 

i * _ (p+ar 1 1 = (p+ir^ 111 . 

2 m+J|2 2 M-i|2 »i!2 p+äH " 212 (m+l)!2 p+m+2J2 

Man hat demnach 

J (^*) — ^ (m + l)! 2 ^+ m +-l 2 (KT)> 

d. i. die letzte Gleichung der Gruppe (5.), mit dem Unterschied, 
dass m-rj-l statt m und j/* statt z steht. Wenn daher jene für 
irgend einen Werth von m richtig ist, so gilt sie jedesmal auch 
für den nächsthöheren, folglich allgemein. 

Durch Addition sämmtlicher Gleichungen der Gruppe (3.a.) 
erhält man: 

(6 .) ^ = 2 y ^ + l2 T ^ 1 + 2-4-2 r ^ 2 + --- 

Die Summen J° + J l . + J 2 + • • • , J l + J 2 + / 3 -\ , 

J 2 -\- J 3 + / 4 -|- • • • u. s. w., haben demnach die merkwürdige 
Eigenschaft, dass der Werlh der unendlichen Reihe 

e =1 +Y + ^4 + 2^6 + * ' * 

nicht geändert wird, wenn man deren Glieder der Reihe nach 
mit jenen Summen multiplicirt. 

Addirt man ferner die erste, dritte, fünfte ... Gleichung der 
Gruppe (3.a.), nachdem dieselben vorher abwechselnd mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen versehen worden sind; sodann in glei- 
cher Weise die zweite, vierte, sechste ..., so kommt man auf 
folgende zwei Formeln: 

(7.) cos** - ^(-Ifß" + ^(-Ifj^ + iL^-!)"^*. 
(8.) sin \ z = ^(-ifj^ + ±^ M) v*+« + g.^i-VJ**** ■ 
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Multiplicirt man die erste der Gleichungen (S.a.) mit /*, die zweite 
mit Z*"*" 1 , u. s. f., und addirt sämmtliche, so öndet man 

2^^ + 12 j^j^ + £ 2 jr ** jH "* + ••■ 

_ ^_ 

— 2 »|» " 

Darin ist n unveränderlich , dem p aber müssen in jeder Summe 
alle positiv ganzen Werlhe von bis oo beigelegt werden. 

Denkt man sich die Gleichung (9.) für alle w-Werthe von 
bis oo angeschrieben, und addirt sämmtliche einzelne Glei- 
chungen, so erhält man die mit (6.) analoge Formel: 

(io.) >r - 22 JP j ^ + 1 22 ^ jyH 
+ £i22 jF+2jH " + ---' 

wo die doppelten Summenzeichen bedeuten, dass sowohl dem p 
als dem q alle positiv ganzen Werthe von bis oo beizulegen sind. 

Man sieht, wie man dieses Verfahren in's Unendliche fort- 
setzen und immer neue derartige Formeln ableiten könnte. 

Kehren wir jedoch schliesslich zu den oben gefundenen Glei- 

V 

chungen (2.) und (3.) zurück. Wird letztere mit 2 2 multiplicirt 
und erstere zu ihr addirt oder von ihr abgezogen, so resultiren 
folgende zwei Gleichungen: 

(u.) 



£ 2 W 


• J(z) 




2^r"(*+i) 


+ 


J {zVY) 
2 2 


z *H-i 


J(z) 


= 


z v 


— 


J (*VT) 


2»P+i|a 


2 r + 1 I>+l) 


v+2 
"2 2 



(12.) ^ 

welche für v = sich wie folgt gestalten : 
(H.a.) 2 {4, + £L . /*, + ^g- . 4, + • • •} = 1 + j\, vr) , 

(12.a.) 8{|JJ, + ^ ■ 4, + f .-j^ -4) +-} =1 -Ar* • 
Multiplicirt man endlich die Gleichungen der Gruppe (3.a.) der 
Reihe nach mit 1 , — y > + ^ * — ^^ » • • • > und addirt 
sämmtliche, mit Rücksiebt darauf, dass nach (VIII. a. §. 5.) 
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** -4 



i - i ~ * i . . . — / 

9.9 ' 9-d.9.4. 9.J..ß.9.4..fi I *! 



2-2 ■ 2-4-2-4 2-46-2-4-6 



und nach (2.) des gegenwärtigen Paragraphen: 



so findet man 






rO T ° , Z 1 1 , Z* 


2 


. /(W)+- 


oder 


• 




7 o <sn z p An VT) 

22 






oder auch, wenn man z}/2 statt z setzt: 






(13.) 4^) = 2 2 ^-^>- 







§. 10. Entwicklung von J(l+h) . 
Der Taylor'sche Lehrsatz gibt 

Nach Gleichung (6. §. 2.) ist aber 



^f VT/ ' ^ (— 1} ' "TT •*>--> 

^- tf = * 

Setzt man diesen Werth oben ein, so kommt man auf die Dop- 
pelreihe 

worin # nicht grösser als p zu nehmen ist, indem die Glieder, 
in welchen q>p, von selbst verschwinden.- Man kann daher 
vorstehende Gleichung kürzer auch so 



I 



** - 1 /3 + £i ji - riV 5 + — : \ J l^) ! 
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schreiben. Was den Index der ßessel'schen Function unter dem 
Summenzeichen betrifft, so können folgende drei Fälle eintreten. 
Entweder ist 

m — p-\-2q = , d. h. p = m-\-2q t 
oder m — p -\- 2q = r-\- 1 , d. h. p = m-\-2q — r — 1, 
oder m — p-\-2q — — r — 1, d. h. p == m -f- 2q + r + 1 , 

worin unter r Null oder jede positive ganze Zahl zu verstehen ist. 
Substituirt man diese Werlhe von p in obige Gleichung, so zer- 
fällt jene Summe in deren drei, von denen jedoch die erste nur 
eine einfache ist. Man erhält nämlich 

» ^j £j K ] 2 q\2 2 m-r-i+q\2 ' J (~) 

Nun ist aber, nach Gleichung (VIII. a. §.5.) 

^T ( 1 W h m +' 2q m 

^j \ L ) ' 2 q\2 2 m+q\2 ~ J i*) > 

ferner der Coefficient von /(jj" 1 * 

im-r—l+2q 



2 ^|2 2 »i— r— l+g-|2 

und ebenso der Coefficient von /(7) (r+1) 



2 ( - 1)f 



ÄM+ ^ 14 , A 



^r 



2< 7|2 2 m+r+l+?|2 

wo in den letzteren Summen r constant gedacht werden muss und 
das Summenzeichen sich also nur auf die Grösse q bezieht. Wir 
erhalten demnach folgende merkwürdige Gleichung 

(IX. a.) J ™+h) = J™h) J(z) + -27 J(h~ r ~ J(z) 

oder auch , weil z und h mit einander vertauscht werden dürfen 

(IX. b.) J {z+h) = J{h)J(z) + 2 J(A) J(z) T 

Für m = geht daraus hervor 



f 
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(IX. c.) Jfo* } - Jfa Jfa + 2 2(- lf* 1 /#* J& 1 

oder 

./(*+4) = J i*> J & 2 J {h) J{z) + 2 / (Ä) . / (2) 

— 2 Jj) / (Z ) -f- 2 J\h) J{z) — • • • » 
f woraus wiederum für A = z die folgende Gleichung 

jfc = W - 2 w + 2 (4,)' - 2 (4,y + . . . 

resullirt. 

Ebenso wurde man, nach einer leicht ersichtlichen Umfor- 
mung, für m = 1 

(ix.d.) .£« = -»t-ir/^ 1 ^ + -»(-i) r .^^ 

d. i. 

T 1 T 1 T° r 2 T 1 I 7 3 r 2 

+ fy) J i*) J W J W + J W J(z) — • • • 

erhalten. U. s. w. f. 



§. 11. Umformung von J* Z ) . 

Um /£), für ein positiv ganzes n, in anderer Form als in 
der durch die ursprungliche Definition gegebenen zu erhalten, 
gehen wir aus von der Gleichung (I., §. 1) 

/(I) = ^1^V/ (1_M) ' du - 

Nun ist bekanntlich 

a a 

wenn die Function f{u) so beschaffen ist, dass f(u), L » ••• 
^-V^ Null sind für u = a und w == 6. Ausserdem müssen 

selbstverständlich — *-^ und „ — —■ innerhalb der Integrations- 

d u n du 

grenzen endlich sein. 

Nehmen wira = — 1,6 = +1, f(u) = (1 — u 2 )"^ , 
F(u) = e tzu , so sind die genannten Bedingungen erfüllt und wir 
erhalten 
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/' 2 .»— I d"e"" . , ^ n /"^"(l-u') n-i a. . 

JV-* --^F- dw = ( - 1) l J " du - 

Es ist aber 

OM JzU 

VC ji n tzu 

== t z e , 

du» 
ferner 

<?~ 1 (l — i* 2 ) / -nii— 1 *»|2 sinn oo 

— — n- = ( — 1) • 1 ' • > wenn u = cos co , 

und darum auch 

d H (1 — m*) / i\»-l i*>|2 JL^ 3 sin «co da» 

du n » #«> 3 m 

/ 1*» # 1 n l 2 . cosna> 

* ' sin od • 

Man erhält daher nach Substitution dieser Werthe, wenn zur 
Rechten u = cosw gesetzt wird, 

+1 n 

i z I e (1 — tr) . du = 1 ' I e cosnco . rfco , 

oder, was dasselbe ist, 

iz cos« 



(1.) ^ = ^j> 



COS WO) . tfo , 
ö 

eine Formel, welche für jedes positiv ganze n, die Null mit in- 
begriffen, giltig ist. 

Aus der Theorie der Fourier' sehen Reihen ist bekannt, 
dass für jeden Werth von ty zwischen und % 

n *r 

fM = ^jf (»)-*»+ ~^^(P+^jf^) cos (p+1) 0) . rfo> 

ist. Setzen wir hierin f{ty) = e tzeos ^, so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf (1.): 

(2.) e**™* = J?„ + 2 2i* 1 J& 1 . coslp + l)V . 

Daraus folgen unmittelbar die zwei Gleichungen: 

(3.) cos(zcostp)=/°— 27 2 cos2tf; + 2/ 4 cos4tf;— 2/ 6 cos6tf;+-. 

(4.) sin (z cost/;) =« 2 J 1 cost/;— 2/ 3 cos 3tf/+2 T 5 cos 5^—2 J 7 cos7if; + - 
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Setzt man darin ty = — — e> , so hat man weiter 
(5.) cos(rsinß)} = 7 +2J 2 cos2ö+2/ 4 cos4ö + 27 6 cos6o> + -" 
(6.) sin (z sine>) = 2 J x sin» + 2 / 3 sin 3w + 2 J h sin 5» + - 
Aus den beiden letzteren Gleichungen ergibt sich im Hinblick auf 
die Theorie der Fourier'schen Reihen sofort: 

n 

(7.) /(-) = ~ I cos(zsinw) cos 2 nco. da , 

o 

(8.) J*!f l = * / sin (rsinw) sin(2« + l)w . da . 

ar 

* 

0= — I sin (rsina)) sin 2ww . den 



Da nun offenbar 



und 



= / cos(rsin co) cos (2 ;i-f-l)co . tfco , 
o 
so erhält man, wenn man die erste dieser Gleichungen zu (7.), 
die zweite zu (8.) addirt, aus beiden die folgende Formel, welche 
demnach für gerade und ungerade n giltig ist: 



*-*/ 



(9). / ( 2) = — I cos (z sin « — na), da 



Diese letztere Gleichung enthält die ursprünglich von Bcssel 
gegebene Definition der Function /"). Ich habe vorgezogen, die 
Eingangs gebrauchte Form als Definition zu benutzen, um den 
Begriff der Bessel'schen Function bequem auf beliebig reelle 
Werthe des Index ausdehnen zu können. Der Nutzen dieser Er- 
weiterung wird in der Folge klar hervortreten. 

Aus der Formel (1.) des gegenwärtigen Paragraphen lässt 
sich noch eine eigenthümliche Reductionsformel für /£* entwickeln ; 
bekanntlich ist 

cos2ww = >'( — l) p • * — ; | t ' — sin v a. 

Setzt man diesen Werth in (1.) ein, nachdem man daselbst 2n 
statt n geschrieben hat, so kommt 
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j* = tz»" V 



oder 

de.) ^ = (_ir 2 (-D" • ^^ . | . 

eine Formel, welche / ( 2 r " durch / ( ° 2)l / ( l 2) , ... bis J" z) auszudrücken 
erlaubt. Aus ihr gehen im Einzelnen folgende Gleichungen hervor: 



(lO.a.) 



jr*__jro + *l?.£ 

4 _ _44 Ji 4.2-4.6 7« 

J ~ J 2 z + 24 z* 

, 6 roi 6 * 6 ■ /l 6-468 «/* , 6-4- 2-6- 8-10 

J J + 2 m ~z 2T~ ' ? 1 2^6 



Die zweite derselben ist bereits in Gleichung (II.) enthalten. 

§. 12. /£) als EntwickelungscoeffLcient. 
Die Bessel'sche Function /£) mit ganzem Index wird auch 

als CoefOcient der Entwickelung von e^ z \ y ~~~y) nach (positiven 
und negativen) Potenzen von y definirt*). Es ist nämlich 

** = ^1 *V 



Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so kommt 

6 V = ^j 2j ( _ ^ " 2 p|2 2 ?|2 " 

Die Doppelsumme zur Rechten, welche sich über alle positiv ganzen 
Werthe von pjund q vo"n bis 00 erstreckt, zerlegen wir in drei 
Summen, deren erste von y frei ist, die zweite nur positive, die 
dritte nur negative Potenzen von y enthält, indem wir zuerst 
p — q = 0, dann p — q = r -f- 1 > endlich p — q = — (r -f- 1) 
setzen. Dadurch wird 



*) S. Schlömilch. Ueber die BessePsche Function. Zeitschrift 
für Math. u. Phys. If. Jahrgang. S. 137- 
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e y = ^ (- 1 ) * yppf + ^J^J ^"^ ' 2« |2 2 p+n+ " 1 ^ 

Hierin ist der CoefGcient von y r+1 : 

^ \~ L) ' 2 *» 2 2« +r + 112 _ ( * } 

(nach Gleichung VIII. a. §. 5.), ebenso derjenige von y~ ir ^' v> gleich 
( — l) r+1 /(J 1 , während das* von y unabhängige Glied nichts an- 
deres als s£) ist. Wir haben demnach 

(1.) e {z ^^ = J +2j^^y r ^ + 2{-lf^J^ l y-^^ 
und noch, wenn — y statt y gesetzt wird: 

~* (*- 7) = j» + ^ { _ 1} r+l y r+l ^r+, + ^ /r +l y -(r+l) 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so erhält 
man 

1 = (/>? + /° 27.r+V" H + j° 27(_i) r+1 y^ 1 ^ 1 

+ 7° 27 Z^ 1 y" (r+1) + 7° 27 (- l) r+1 / r+1 y""^ 
+ 2727/*+V+y- r -fc 2727(— l^j'+'/'+V"*" 
.+ 2727 (— l)** 1 7* +l J* 4 y* 4 ^ 2 

+ 2727 (— l)** 1 Z** 1 /' 4 ' 1 y- ( « +r+2) , 
oder, indem man in geeigneter Weise zusammenfasse 

1 = (/°) 2 + 2 /° 27 / 2, ^y 2r+2 + 2 /° 27 / 2 H-2 y -(2r+2) 

+ 2 2727 /^/^V""* 

+ 2727 (— l)** 1 j** 1 j** 1 y*+** 

+ 2727 (— l)* 4 " 1 Z* 4 " 1 /*+i y -<i+H*> f 
wo in der ersten Doppelsumme, nämlich # in 

2 22j q+l J r + 1 y q r r 
die ganzzahligen Werthe von q und r so zu wählen sind, dass 
ihre Summe eine gerade Zahl gibt. Dann muss aber auch ihre 
Differenz q — r positiv oder negativ gerade (oder Null) sein. Zer- 
fällen wir dieselbe in 3 Summen, deren erste von y unabhängig 
ist, die zweite nur positive, die dritte nur negative Potenzen von 
y enthält, indem wir ähnlich wie oben zuerst q — r = 0, dann 
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q — r = 2 p -f- 2 , endlich q — r = — [2p-\- 2) setzen, so haben 
wir 

2 22 J«* 1 7 r +V~~ r = 2 2/ (z^ 1 ) 2 

+ 2 272/ J** 1 j r + 2 P-^ y 2 P+ 2 
i 2 2727 J q+i y* +2 ' ,+3 y -( 2 ^ 2 > 

Was die beiden letzten obigen Doppelsummen anlangt, so können 
auch sie nur gerade Potenzen von y enthalten , indem die Summe 

27 (- 1)* +1 J q+1 J** 1 (q + r = 2p + l) 
für ein ungerades q -{- r identisch Null ist. Setzen wir daher 
auch dort q -f- r = 2p, so haben wir schliesslich: 
1 = O ) 2 + 2 Ziji+y + 2 J° 2j 2 ?+* y *P+ 2 
+ 2 22 f^ 1 .T*- 2 '* 3 y 2 *+ 2 -f 2727 (— l)* 4-1 /* +l z 2 *-** 1 /'+-> 
+ 2/°27/ 2;,+2 2 /- (2p+2) + 2 2727/^ 1 / 2+2f,+3 y- (2p+2) 
+ 2727 (— l)* 4 " 1 /* +1 j*-*+ 1 y -<N p +*> # 
Da diese Gleichung für jedes y gelten muss, so ist das absolute 
Glied zur Rechten nothwendig gleich 1. Man hat daher die be- 
merkeiiswerthe Gleichung*) 

(2.) (/°) 2 + 2 (7 1 ) 2 + 2 (/ 2 ) 2 + 2 (/ 3 ) 2 + • • • = 1 . 
Ausserdem milss der Coefficient einer jeden Potenz von y ver 
schwinden. Heben wir den'Coefficienten von y 2,Ä + 2 heraus, so 
lautet derselbe 

2 J° J 2m + 2 -f 2 27 J V+1 / r + 2wi + 3 J^JJ^—^ ytf+1 / 2,; 1 +l-* t 
»•=0 gc=0 

Der ersten Summe, in welcher r alle ganzen Werthe von bis oo 
annimmt, kann augenscheinlich das vorausgehende Glied als An- 
fangsglied einverleibt werden. In der zweiten Summe, deren 
Gliederzahl stets ungerade ist, sind je zwei gleichweit von der 
Mitte abstehende Glieder einander gleich. Sondert man daher ihr 
Mittelglied ab, so kann man sie in folgender Weise schreiben: 

q—2m 
2] ( l)^ 1 J qJrl y2»H-l— q 

q=0 

q=m—l 

= (— l) w+1 (/* +1 ) 2 + 2 2(*-i) q+l J q+l j 2 " l + 1 -« . 

9=0 

*) Hansen. Ermittelung der absoluten Störungen in Ellipsen von 
beliebiger Excentricität und Neigung. 1. Theil. Schriften der Stern- 
warte Seeberg. S. 101. 

Lommel; Besscl'sche Funclioncn. 3 



'Jan j*>«angf teanrii. -r^nii man iten Coefficienten toq y 2 *^"- 
_:•*«■•: ^-.u. -**ui. ni irr »üeirhung: 



1 Z :* . — = — -~ " — 2 J l J* 
\ i. > ~ /' -^ = -r* — * / r z 3 — 2 /- / 4 

* 2; • : r- = — ^ - — ± j l r — 2/- /* 4- 2 / 3 / 5 

>r .;. -01**11 -q #- -*—* der üuü gleichgesetzt, würde zur 
uui.Ii'ivn iie'A'iuiii: -i :uhn?n. 

Via wie n «euhum: L 2z statt r gesetzt , so hat man 

u.,i «iMiii uuu lit^tbe Reihe ins Quadrat erhebt: 

- ^-i •.j:;r i .y^-2^^-i) H - 1 /^ l .y- w - 1) 

_ -X — ~— ,— * - Z2—r*Wj£ l J& 1 ******* 

Wt> ä* «r«ur- 3«.ppeireihe anlangt» so zerfallen wir dieselbe in 
ir^ Siiumtu. irr-u erster* von ^ unabhängig ist, während die 
•%u.Ur mr K»tl^e. iie dritte nur negative Potenzen von y ent- 
W. aufm *.r »uertf -j - < = . dann p - ? = r + 1 und 
. y 1 setzen. Dadurch nimmt vorstehende 

i»a«i-uiiiv ** i>*y«we ,; ^ aIt a,,: 

KwVicht uwu hier die C*>rfoci*iiten der verschiedenen Potenzen 
u»u \ unt ife«jetupf<t der glekhhofcen Potenzen von y in Formel 
4, \ ^ «rtult ttu« ituiüflfct folgende zwei Gleichungen:*) 



i 
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(6.) S m = W ~ 2 W + 2 (4)) 2 - 2 (4)) 2 + • • • 

(7.) J{2z) = 2/ (2) / (2 ) — 2 /( 2 )/(z) + 2 /(*)/(*) — 2 /( 2 )/( 2 ) + •• • , 

welche übrigens aus §. 10. bereits bekannt sind. 

Die erstere kann durch Combination mit der Gleichung 

. 1 - (&f + 2 (4)) 2 + 2 (J&* + 2 W + • • • 
nach Belieben in die eine oder die andere der beiden folgenden 
Formen gebracht werden: 

(6. a.) 4 Z) = - 1 + 2 (/£))' + 4 (4)) 2 + 4 W + • • • 
(6. b.) /&, = 1-4 (/£,)» - 4 (4)) 2 - 4 (4)) 2 + • • • • 
Vergleicht man überhaupt in den Gleichungen (4. und 5.) dir 
Coefficienten von y r+2 , so erhält man allgemein 

(8.) J[g Jsjtf- / ( ; ) -" +1 + 2 2(-l)" . /& . jtt" , 

wo die erstere Summe eine blos endliche, die zweite aber eine 
endlose ist. Speciell würde daraus hervorgehen: 

J(*z) = (/(*)) + 2 / (z) / (2 ) -f 2 /( 2 ) /(*) + 2 «A«) /w — — 
J{2z, = 2 /( S ) /(c) -}" 2 /( Z ) 7( 2 ) — 2 J(z)J(z) + 2 /( 2 )/( 2 ) — ••• 

^(2r) = (/(*)) + 2 /(r)/( 2 ) + 2 -/( 2 )-/( 2 ) 2 /( 2 ) -7( 2 ) 

+ 2/ (2) / (2) 



(S.a.) 



Indem man in Gleichung (l.j mz statt z setzen, und sie dann 
auch noch mit m potenziren würde, könnte man auf dieselbe 
Weise Multiplikationsformeln für J[ mz ) gewinnen. Dieselben sind 
aber so zusammengesetzt, dass wir ihre Entwickelung lieber unter- 
lassen. 

§. 13. Reihen, welche nach Bessel'schen Functionen 
fortschreiten. 

Wir niiillipliciren die Gleichung (U.a. §. 1.) mit irgendeiner 
Function f[v) von v, so dass sie die Gestalt 

Y • vf{v) . J v = f{v) J v ~ l + f{v) / v+1 annimmt, 

setzen sodann statt v nach und nach v+2, v+4, v + 6, ..., 
v _|_2p, ..., und addiren sämmtliche so erhaltenen Gleichungen 
bis in's Unendliche. Das Resultat dieser Operation ist die Gleichung 
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= mr- 1 + 2 (f(v+2 P ) + f(v+2 P +2)yj v+ *" +i . 

Setzt man nun 

{«.) /•( V ) = (v+ir |2 (v-ir | - 2 , 

so ist 

/>+2p) + f(v + 2p+2) = (v + 2p+l)" |2 (v + 2p-i)" | - S! 
+ (v+2p+3)' ,|2 (v + 2p+l)- 1 - 2 
= (v +2 p + l)" 12 (V+2P-1)"- 11 - 2 (v+2p+l-2n) 
+ (v + 2p+l)" 12 ( v + 2p+l+2«) (V + 2P-1)"- 11 - 2 
= (v + 2pH-l)" ,2 ( V H-2p-l)"- 1| - 2 (2 V + 4p + 2) 
= 2 (v+2p+l)*" 2 (v+2p+l) M| - 2 . 
Setzen wir zweitens 

(ß.) /-(v) = V " +1|2 (v-2)"'- 2 , 

so finden wir ebenso 
f(v + 2p) + /-(v + 2/,+2) = (v+2p)" +1 ! 2 (v+2p-2)'' 1 - 2 

+ (v+2p+2)"+ 1 ' 2 (v+2p)'"- 2 
= ( v + 2p + 2)" |2 (v + 2p)" l_2 (v+2p — 2«) 
+ (v + 2p + 2)" |2 (v+2p+2+2«)(v+2p)" i - 2 
= (v+2p + 2f |2 (v + 2p)" i - 2 (2v + 4p + 2) 
= 2(v+2p+l) ( v +2p+2)" |2 (v4-2p)" l_2 . 

Substituirt man jetzt diese Werthe in (1.) so gelangt man zu fol- 
genden zwei Gleichungen 

= (v+ i)"l» (v—if-tj*- 1 + 2 2/ (v + 2 p+ l)"' 2 (v+ 2 p+ i)-MyH^W-i f 
und 

(2.) -?. ^ ( v + 2 ^) w+112 (v4-2 P r +i1 - 2 /*+ 2 * 

_ v^'^v— ar'-V" 1 + 2 2(v-\-2p+l){v+2p+2) n]2 (v-\-2pf- 2 . f+ 2 »+ l . 

Sondern wir nun von der Summe zur Linken in Gleichung (1.) 
das erste Glied ab, indem wir zuerst p = 0, dann p + 1 statt 
p setzen , schreiben wir ferner in Gleichung (2.) v -f- 1 statt v, 
so lauten dieselben, sofern man noch zur Abkürzung 
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^( v+2 p+l)' ,|2 (v+2 i ,+ ir | - 2 / ,+2p+1 = Jfo 
2?(v+2p + 2) (v+2 i , + 3) B|2 ( V +2 i ,+ ir | - 2 / , ' +2H - 8 - B& 
setzt, wie folgt, und zwar die erstere 

oder besser, wenn zur Linken — J v ~ durch die Summe 

z 

JV -1 _l_ /H .l ersezt wird: 

(1. a.) (» + I)" 2 (» - 1)" 1 " 2 / >+1 + | Ufo = 2 4,.) . 

Ebenso die letztere 

(2.a.) | Jtf - (v+l)"+ 1|a (v-1)" 1 " 2 /' + 2 *f„ • 

Addirt man beide Gleichungen, nachdem die erstere mit z mul- 
tiplicirt worden, so findet man 

1 .jtf + z(»+l)" |, (»-l)" | - , / ,+1 

= 2z4 r) + (v+ir +1|2 (v-l)" | - 2 r, 
oder auch 

_ (v+i) n+i12 (v-i)'"- 2 . ^ - (v+ir 12 (v-ir 1 - 2 r +i . 

Setzt man darin nach und nach n-\-\, n-\-2, . . . , n _|_ m _i 
statt is, dividirt die so entstandenen Gleichungen der Reihe nach 
durch z 2 , z 4 , ..., z 2 ( wl ) und addirt sie zur vorstehenden, so 

erhält man 

/ 

2 jft+m Ä n 



7 ^ 1 (v+X)»+r+W(v-l)»+*-* r +L P== ^\ 



Z 2 P 

oder, wenn man darin n = ö annimmt, und beiderseits mit z 2m 
multiplicirt: 

p=zm — 1 

(3.) 2 ^, = 2 z 2m ^ ( ,) + J*2 (v+\?+ l V(v-lf-' i z im - i >- i 

J.—Q 

jr=m - 1 
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und noch, vermöge (2.a.) 

(4.) 2 BZ) = 2 z 2w+1 A\ v) + jTs (v+l)^ 112 (v-lf' 2 z 2m ~ 2p 

pc=.m 

_ / r+1 27 (v+l) ? ' |2 (v-l)'"- 2 z 2m ~ 2lHrl , 

Diese beiden Gleichungen erlauben, die nach Bessel'schen Func- 
tionen fortschreitenden Reihen 4%.) und B^ durch J v und J r+1 
und die einfachste derartige Reihe 

auszudrücken. 

Setzt man in beiden Gleichungen v = — 1 , so verschwindet 
in jeder derselben die erste Summe zur Rechleu völlig, während* 
die zweite sich auf ihr erstes Glied reducirt, so dass man hat 

2 4U = z" (2 4^ - J°) , 

2 2^ = ^(2^ -y°). 
liier ist 

2 4_ 1} -70 = 22 /*' — 7° 

= /° + 2 J 2 + 2 / 4 + 2 ./'> +' • • ■ ■ 

Aus der Gleichung (5.) des §. 11. ergibt sich aber für w = 0: 

jo + 2 / 2 + 2 7 4 + 2 /* + • • • = 1 . f 

Wir haben demnach 

2 4Li) = z 2m 

2 J^L 1} = z 2 ^ 1 , 
oder : 

(5.) 2 2 (2pf |2 (2^) m| - 2 / 2 * = z** , 

(6.) 2 27 (2/i+l) (2p + 2r' 2 (2p)" 1 " 8 J 2 '* 1 = z 2 "<+' . 

In der ersten dieser Gleichungen darf man nur dann m = setzen, 
wenn man nicht vergisst von dem ersten Gliede der Reihe nur 
die Hälfte zu nehmen, die andere aber lässt für m ohne Weiteres 
jeden Werth von bis oozu. 

Specialisiren wir diese beiden Formeln, so erhalten wir fol- 
gende Gruppe von Gleichungen, wodurch sämmtliche positiv ganzen 
Potenzen von z nach Bessel'schen Functionen entwickelt sind: 
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(S.a.) 



(6.a.; 



/<> + 2 / 2 + 2 / 4 + 2 / 6 -j =1 

2 (2 2 J 2 + 4 2 / 4 + 6 2 / 6 H ) = z 2 

2(4.6.4.2/ 4 +6.8.6.47 6 +8.10.8.6/ 8 + ..) = z 4 
2(6.8.10.6.4.2/ 6 + 8.10.12.8.6,4/ 8 +") = * 6 

2(/ ! + 3/ 3 + 5/ 5 + 7/ 7 H ) = z 

2(3.4.2/ 3 + 5.6.4 / 5 + 7.8.6 / 7 H ) = z 3 

2 (5. 6. 8.4.2 / 5 + 7.8.10.6.4/ 7 -} ) = z 5 



Auf üje erste Gleichung der Gruppe (6.a.) wurde man auch kom- 
men, wenn man die Gleichung (6.) des §. 11. nach w differen- 
tiirte und dann co = setzte. 
Wenn man die aus 

durch successive Suhstitution von v-f-2, v + 4, ..., v -f- 2p 
statt v hervorgehenden Gleichungen abwechselnd mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen versiebt und dann addirt, so erhält man 
zunächst 

j- ^ ( - 1)P ■ {v + 2p) f( v +^ jV+ip = rw • /V_1 

. - 2{-Vf (/(v+2p+2) - fiv+ip))! 9 »* 1 . 
Setzt man wieder zuerst 

f(v) = (v+lf[v-l) m t-*. 
sodann ^( v ) = v"* 1 ' 2 ( v — 2)" 1 "*, 

so ist im ersten Falle 

/•(v + 2p+2) -/>+2p) = 4«(v+2/>+ir 12 (V+2P-1)"- 11 " 8 , 

im zweiten aber 

f[v+*p+2)—f(v+2p) = 2(2 W +l)(v+2p+2) w|2 ( V +2p) wM . 
Man hat demnach, wenn man diese Werthe oben einsetzt, fol- 
gende zwei Gleichungen 

(7.) f- 2 (-1)" ("+ 2/>) (v + 2p+l)" |a (v+2p- l)" 1 " 8 >" 

= ( „-|_i)»l* (v _i)''l-y-i_2. 2n£[-lf(v+'2p+l) nV {v+2p-l)'- li - , f***- t 

(8.) 



1 2 ? .(- i r-( v + 2 ^ 118 



( v+2 p)"+ 1| - 2 / r+2 '' 



; V »+ !»(» — 2)-l - V»- 1 _ 2 (2 « +1) 27(-l/ (v+2p+2)'* 12 (v+2p)" | - 2 7 r+2p+1 
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Obschon diese Gleichungen einer Behandlung, wie sie oben an 
den Gleichungen (1.) und (2.) geübt wurde, nicht fähig sind, lie- 
fern sie dennoch eine Reihe interessanter Relationen. Setzt man 
z. B. in (7.) n = 0, so hat man 

(9.) 2 2 {- l) p (v+ 2p) J^ 2p = z J v ~ l 

und daraus speciell 

2 (/i _ 3 / 3 + 5 / 5 — 7 J 1 + ...) = z J° 

2 (2/3 — 4 / 4 + 6/ 6 — 8/ 8 + •••) = *.7 l 
(9.a.) ^ 2 (3/ 3 — 5/ 5 + 7 7 7 — 9 / 9 + •••) = */ 2 

2 (4/ 4 — 6 7 6 + 8/ s — 10/ ,0 +...) = zJ* 

Diese Gleichungen , durch welche jede Bessel'sche Function selbst 
wieder nach Bessel'schen Functionen entwickelt ist, hätte man 
natürlich, da ja für n = das erste f(v) = 1 ist, auch erhalten, 
wenn man die aus der Gleichung (II.) durch Einsetzen von v-f- 2, 
v-)-4 , ... , v + 2p , ... hervorgehenden Gleichungen mit ab- 
wechselnden Vorzeichen addirt hätte. 

Setzt man ferner in (7.) n = 1 , so wird 

\ 21 { - 1)P m-«p-i) ( v + 2 *) ( v + 2 p+ 1 ) jV+2p 

= ( w +i)( v _i)/— '_ 2 .2 2(-l) p (v+2p+l)J v+i '+ l . 
Nach (9.) ist aber 

2 -27 (-1)" (v+2p+l) r 4 " 2 ^ 1 = z J v , 
folglich hat man 
(10.) r2(-lf . ( v +2. p -l) (v+2/>) (v+2p+l) J*+ 2 " 

= 2 . (v + 1) (v- 1) J*- 1 - 2 ** /' , 
also z. B. für v = 1 u. 2 : . 
10a J2(2.3.4/ 3 — 4.5.6/ 5 + 6.7.8 / 7 — 8.9.10 J'»+ •••)=- 2 jV 



■•»{: 



2(1.2.3/ 2 -3.4.5/ 4 +5.6.7y 6 -7.8.9^+...) = 3z/ , -22 2 / 2 . 
Aus (8.) folgt für n = : 

-f- 2 ( ~ 1)P {v + 2p)2 7 ***' = v jV ~ l - 2 2 ( " 1)P /r+2 ^ fl • 

Für v = 1 ist nun die rechte Seite 

/o _ 2 (/ 2 — / 4 + / 6 - /» -j ) 

und für v = 2 : 

2/«_2 (/3_ JS + /7 __ + ...) # 
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Setzt man aber in den Gleichungen (3.) und (4.) des §. 11. t^ = 0, 

so kommt: 

a f J° — 2 J 2 -f 2 / 4 - 2 J« + • • - = cos z 

(2 (7 1 — / 3 + / 5 — J 1 -\ ) = sin 2 . 

Demnach hat man auch 



und 



oder 

(12.) 



42 ?( ~ 1)P(2p+2)2 ' /2P4 " 2 =sin *' 



2 (Z 1 — 3 2 7 3 + 5 2 J b — 7 2 7 7 H ) = * cos z 

2 (2 2 / 2 — 4 2 J* + 6 2 /• — 8 2 / s H ) = z sin z . 

Endlich sei noch bemerkt, dass, wenn man zur Gleichung 

/o_|_ 2 / 2 + 2/ 4 + 2/«H = 1 

die erste Gleichung der Gruppe (11.) > nämlich 

7° — 2 / 2 + 2 / 4 — 2 /« -^ = cos z 

addirt, oder davon subtrahirt, noch folgende zwei Gleichungen 
hervorgehen : 

i yo_|_ 2 / 4 + 2 /* +2/ 12 + ... = cos 2 £z 

(lo.J 



\2J 2 



+ 2 J« + 2 / ,0 + 2 J 14 + ••• — sin 2 $ 2 . 



§. 14. Fortsetzung. 

Wir gehen jetzt von der Gleichung (5. §. 3.) aus, und mul- 
tipliciren dieselbe mit f(n); dieselbe lautet alsdann 

Hierin setzen wir nach und nach (i-\-2,ii-\-£,...,(i-]-2p 
statt (a und gleichzeitig resp. v+2,i/ + *»-**> v + 2 P stalt v - 
Durch Addition sammtlicher einzelner Gleichungen erhalten wir 

2 Ä2 /,( ' t+2p)/H ' 2 ' ,=/p( ' t)yV ~ 1 

+ Z(f( ( i+2p+2)-f( ( i+2p))j*+ 2 >+\ 
Nehmen wir nun wieder zuerst 

/»-(p+ir'v-i)" 1 - 2 , 

ferner 

/»-(p+ir+^-ir 1 -*, 

so dass einmal 

/> + 2p + 2)— /(j. + 8p) = 4«( ft + 2p+l)" |i! ^ + 2p-l)"- 11 - 2 
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und dann noch 

/>+2p+2) - A>+2p) = 2 (2 »+1) (^+2/>+3)" 12 ((i+2p+l) n ' " 2 

wird, so gelangen wir zu folgenden zwei Gleichungen: 

=-,>+l)" |2 ( F -l)" | -V^- 1 + 2.2«2? (^+2p+l) M|ii ^+2p-l)"- 1| -V H - 2 '' +1 
und 

(*) 2 g 2 (^ +2/>+ir H '* (f.+2 P -ir>- 2 j-w 

= ^+1)"+% l) w| ~V^-2(2*H-l)2;(H^^ . 

Von der Summe zur Linken in der ersten Gleichung trennen wir 
das erste Glied dadurch ab, dass wir zuerst p = 0, dann p-j-1 
statt p setzen; in der zweiten Gleichung dagegen schreiben wir 
v+l statt v, wodurch die beiden Gleichungen folgende Gestalt 
annehmen: 

2(a + l)-' 8 ( ft -l)'"- 2 ^+ 2 | 2 (**+2p+3r l V+2p+l)»>-V*+^ 
= H-l)" 12 &» -1)" M ^" _1 + 2. 2n2?H-8p+ l)" 1 " (^+2p-l)"- 11 - 2 y^ 2 ^ 1 

2 i ^ (f*H-2/>+l)" +1|2 (»*+2p-l)'' | - ii / H - 2 ' ,+1 = (H-i)* f,|, o»-ir I ~ , / r 

+ 2. (2«+l) 2^ + 2p + 3)"% + 2p + l)" 1 '- 2 /*+**-*. 

Setzt man nun zur Abkürzung 

2 ( ft + 2p+l)"' 2 (^ + 2p-l)"- 11 - 2 /H*fi = ^ , 
2?( ft + 2p + 3)" |2 ( ft +2p+ir | - 2 /^ 2 ' >+2 = 2^,, 

so lauten vorstehende Gleichungen folgend ermassen: 

2^+ir'v-ir'- 2 ^ + 2S- (^+i)" i2 (^i)" | - 2 /- i +2.2„^ 



(3.) 



2 ^!r = (^+i)' ,+1|2 (^-ir | - 2 /'' + 2(2«+ i)^ . 

Wird die erstere mit 2n + l multiplicirt, die zweite nach z dif- 
ferentiirt, und werden beide sodann addirt, so ergibt sich: 

a-#- = (^+ir |2 (^-ir +,| - 2 4f +(2n+i)^+i)" i2 (^-ir | - 2 ^- 1 

+ 2.2»(2*+l)C&„, 
oder nach einer leicht ersichtlichen Umformung ' 

(4-) 2^! = i(ft +ir+ i ' 2 ( ^-ir'- 2 y- 1 



- i &i + l)- |, &i-l)* flM / ,+1 + 2.2«(2n+l)C; 



d») 
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Daraus folgt zunächst für w = 

(5.) 2 • ^ = ± (H- 1) J V ~ l ~ \ Ö*- 1) J ,+1 

oder 

i 5 -) 2 ä&2 (ft+2p+1)/ ' +2H " 1= ^ ft+1) " /,h ~ 1 - i(ft - 1)yK+1 - 

Setzt man darin nach einander ^ = 1 , jx = — 1 , so hat man 

(5.a.) 2 ^_2'(2p+2)/^ +1 = ^- 1 , 

( 5 . b.) 2 ih2 2p - ■ /H " 2H " 1 = /V+1 - 

woraus noch specieller folgen würde: 

2 £? 2 {2p+2) J *** = /I • 

Da nun nach Formel (3. §. 6.) 

//'dz = 1 — /° , 
o 
so hat man 

(5 c) | 2 (2 / 2 + 4 /'* + 6 /« + 8 /« + • • •) ~f/J'dz*. 

l 2 (2 /« + 4 J 5 + 6 / 7 + 8 /» + •- ■) — * —fJ°dz t 
wo die Integrale von bis z genommen sind. * 

Sei ferner in (4.) n nicht Null, dagegen (i = l so haben wir 

Diflei entiiren wir diese Gleichung nach und nach 2, 4, 6, ..., 
2m mal nach z t und setzen gleichzeitig resp. n+1, w + 2, h + 3, 
..., 7« + m stalt w » so erhalten wir folgende Gruppe 



(6-) -j$- = 2»(2» + l)C&, 



a^t 1 



0Z' 



^ = 2»(2n+l)C&> 



-^- = (2„ + 2)(2« + 3) -^ 
-^f- = (2» + 4) (2»+5) -$- 



a 2M + 2 c;'t'" +1 t? m c?,t m 

dt *%* =(2n+2m)(2n+2m+l) — £- 
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Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit 

(2« + 2)(2n + 3), die zweite mit (2/* + 4) (2» + 5), die dritte mit 
(2»+6) (2n+7) , ..., cndüch die vorletzte mit (2n+2m)(2n+2m+l) 
multiplicirt hat, so findet man 

( 7 )- az >S. - 2»(2» + l)(2« + 2)(2» + 3)Cf 1) , 

wo n nicht Null sein darf. Für n = 1 wird sie 

o2«-f 2 £»«+2 

t 7 -«-) g ^ =2.3.4.5 4). 

Ebenso würde man für ein positiv ganzes n und fi = — 1 aus 
(4.) die Gleichungen 

-gfcB = 2 W (2n + l)CT-i) 
und 

8g J^ } - *» (2n + l) (2n + 2) (2k + 3) Cf^, 

finden, welche sich jedoch von den Gleichungen (6.) und (7.) 
nicht wesentlich unterscheiden. 

Nun folgt aber aus Gleichung (5.), dass 

2 ^% - r- 1 - 

dz 2 

oder . // , 

2Cj, ) =//V- 1 ^. 
Dadurch wird aber aus Gleichung (7.a.) die folgende 

o2tfi4-2 r m+2 

Durch diese, Gleichung, welche in vollständiger Schreibweise, und 
wenn v+1 statt v gesetzt wird; so lautet 

2»i-f4 

(8.) 2 (2p + 4)'^ 212 (2p + 2f +1| -V +2 ^ 2 = dA.&jrdz** 1 , 

und die bereits bekannte 

(5.a.) 2 2; (2p + 2) J v + 2p + 2 =ffj v dz 2 

sind alle vielfachen Integrale gerader Ordnung sä mmt- 
licher Besserscher Functionen in nach Bessel'schen 
Functionen fortschreitende Reihen entwickelt. 
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Setzt man in der zweiten Gleichung (3.) n = und jx = — 1 , 
so ergibt sich 



oder, weil nach (5.) 
ist: 



2Z>?_ 1) = 2^±>, 



Schreibt man statt D die entsprechende Reihe und setzt gleich- 
zeitig v — 1 statt v, so hat man 
(9.a.) 2 2j v + 2p + 1 =fj v dz. 

Substituirt man ferner in die 2 lc Gleichung der Gruppe (3.) m-\-l 
für n und 1 für fi, so folgt 

(2M +3)z>nf = a -|£ 

°der .. /•"'"tL.i 9—i_q 

(2m + 3)D^ = 3.±.5jJ v - 1 dz 2m + s 

oder vollständig geschrieben und v durch v-\-\ ersetzt: 

9.) (2m+3) 2 (2p+4r +li2 (2p+2) ,M+1| -V^ 2 ^ = 3.4.5/ +3 J v dz 2m +\ 
Durch die Formeln (9.) und (9.a.) sind demnach auch die Inte- 
grale ungerader Ordnung einer jeden Bessel'schen 
Function nach Bessel'schen Functionen entwickelt. 

Für v = z. B. liefern die Gleichungen (8.) und (9.) fol- 
gende speciellere Formeln: 
2 (2 J 2 + 4 / 4 + 6 7 6 + 8 / s H ) = ffj° dz 2 

4.6.2 / 4 + 6.8.4/ 6 + 8.10.6 / 8 H =3.4.ö// (/2 4 

(8.b.)<{6.8.10.4.2J«+8.10.12.6.4/ 8 +10.12.14.8.6/ ,ü +-- = 3.4.5// ^(/ 6 

8 

8.10.12.14.6.4.2/ 8 +10.12.14.16.8.6.4/ ,0 +.. = 3.4.5//°rf2 8 



und 



(9.b.) 



2 {J 1 + J* + J b + J 1 + ^ 9 + ••■) , =fj°dz 

3 (4 . 2 / 3 + 6 . 4 / 5 + 8.6 J 1 + 10. 8 / 9 + •••) = 3.4.5//°dz 3 
5(6.8.4.2/ 5 +8.10.6.4/ 7 +10.12.8.6/ 9 H ) = 3.4.5 /j dz 5 

7 

7(8. 10. 12.6.4.2 / 7 -f 10. 12.14.8.6.4 7° H ) = 3.4.5//° dz 1 
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Wir gehen jetzt auf die Gleichungen (4.) und (5.) des §. 10. 
zurück und setzen darin v = 0. Dann werden sie 

2 45, = 2 z 2M 4 0) + /^2(—lf 3 7 ' 12 l pl2 z**-**-* 

p=0 
p=.m — 1 

— /i 2?(— l)M* 12 1*1*./—* 
und 

p=m — 1 

2 B'^ = 2 z 2 '" +i 4» + /• S (—1)" 3 p|2 l p|2 z im - ip 

p=o 

pc=im 

j\ 2 ( i)P i? 2 \p 12 z 2m — 2 H-i 

p=0 

Nun ist aber 

J% = /l + /3 + y6 + /7 + . . . , 

also nach der ersten Gleichung der Gruppe (9. b.) 

A = ±fJ°dz. 

Man hat demnach, wenn man diesen Werth oben einsetzt, und 
statt A™o) und B@) die Reihen schreibt, deren Repräsentanten sie 
sind, folgende zwei Gleichungen: 

(10.) 2Z(2^+l) w/ ' 2 (2p+l) w ' , - 2 A +1 = z 2m fjUz 

p=m — 1 

+ /» S{— l) p (2p+l) (l p|2 ) 2 . s 2 «- 2 ''-' 

p=0 

p=zm — 1 

p=0 

(1 1.) 2 2/(2/>+2) (2p+3)" !2 (2p+l)" | - > A + * = z 2 '"+ l fj« dz 

p=.m — 1 

+ j» 2 (-l/pp+i) (i"y z 2 --*>' 

p=zm 

— J*2 (-1)" . Cl' 1 *)*. **— ^ . 

Daraus gehen für m = , 1 , 2 , . . . folgende specielle Gleichungen 
hervor: 

2(/« + J 3 + / 5 + / 7 + /•+..-) =Jj°dz 

2(l 2 /' + 3V 3 + 5V & +7V 7 + 9 2 / !, + •••) ==^ ^ /y d^^- 2 / -^•- , ./ l 
(10.a.)"{ 2(3.5.3.1/ 3 +5.7.5.3J 5 +7.9.7.5/ 7 +---) = z 4 p ft rfj+>(2 3 -3i 

— /'(* 4 — * 2 — 6) 



(ll.a.)< 



Die Bessel'schen Functionen erster Art. 47 

2(2J 2 +±J*+ßJ«+8J*+---) = zfj Q dz— zJ l 
2(1.2.3/ 2 +3.4.5/ 4 + 5.6.7y 6 +...)=2 3 f /- / ° d -+ 22jr0 

2(4.5.7.3.1/ 4 + 6.7.9.5.3/ 8 +-..) = z 5 // rfz + 6O/ 2 



Durch geeignete Combination der im gegenwärtigen und im vorigen 
Paragraphen gewonnenen Resultate wurde man noch eine Menge 
derartiger Reihen nebst ihren Summenwerthen ableiten können. 
Addirt man z. B. die beiden ersten Gleichungen der Gruppe 
(6.a. §. 13.), nämlich die Gleichungen 

2 2(2p+l)J 2p+L = z 

und 2 2 (2 p + 1) 2p (2p+2) J 2p+1 = r* , 

so erhält man 

22(2p + \f J 2p + l = z(l+z 2 ) 
oder 

(12.) 2 (l 3 /> + 3 3 J 3 + 5 3 J* + 7 3 / 7 H ) = z(l+* 2 )- 

Addirt man ferner die Gleichungen 
2 2(2pf J 2p - = z 2 
2 2 ±pj 2p = 2zfj°dz — 2zJ i 
2 2 J 2p = 1 + yo , 

von denen die erste und dritte resp. die zweite und erste der 
Gruppe (5.a. §. 13.), die mittlere dagegen die erste der Gruppe 
(H.a. §. 14.), doppelt genommen, ist, so findet man 

(13.) 2 2 (2 p + 1) 2 J 2p = 1 + z 2 + J° - 2z P + 2*//° dz. 
Will man endlich die Summe aller ßessel'sclien Functionen 
mit positiven ganzen Indices kennen, so addire man die Glei- 
chungen 

2 2 J 2p = 1 + 7° 

und 2 ^J 2 ^ 1 = fj*dz , (lO.a.) 

um sofort 

2 27 / p = i + /° + y /° dz 

oder 

(14.) 2(/o + / 1 +/» + /»+/* + / 5 +---) — i+/°+y/°rf* 

zu erhalten. U. s. w. f. 
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§. 15. Reihen, welche nach Quadraten von Bessel'schen 
Functionen fortschreiten. 

Eine derartige Reihe, nämlich 

(1.) (/°) 2 + 2 (J 1 ? + 2 (/■)» + 2 (Jj +...- = 1 , 

haben wir bereits in §. 12. kennen gelernt. Weitere solche 
Reihen werden wir erhalten, vtenn wir die Gleichung (7. §. 3.), d. i. 

einer ähnlichen Behandlung, wie in den vorigen Paragraphen die 
Gleichungen 

Vl j* = j*-+ . r+i 

z ' 

und 

2 %L* = j*- 1 - /»+ 1 

dz 

unterwerfen. Wir wollen uns jedoch damit begnügen , nur einige 
wenige hierher gehörige Resultate von geriugerer Allgemeinheit 
abzuleiten. 

Wir denken uns zuerst in obige Gleichung statt v nach und 
nach v+2, v+^» ••■» V +^P» ••• eingesetzt, und sodann alle 
so entstandene Gleichungen bis iu's Unendliche addirt, so er- 
halten wir 

w f 1 2 ( "+ 2p) ir+ip)2 - (yr_1)2 • 

Daraus gehen für v=m-\-l und v=m + 2 die zwei folgenden 
Gleichungen 

(3.) 2 £ ^ (» + 2p+ 1) (/" +2 ' +1 ) 2 = i (O 2 . 

(4.) 2 | ^ (m + 2p + 2) (/-***)■ = * (.T+ 1 ) 2 

hervor. Durch Addition und Suhtraction derselben erhält man 

(5.) 2 ji ^ (-+P + 1) (^ +H - 1 ) 8 -'* (J m f + * (/"' + ') 2 ', 

Nun ist aber, mit Rücksicht auf die Gleichungen (3. u. 4. §. 3.): 
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— __... = x — _. - +./ / 

= z j" (_ Ei 1 /"+ 1 _(_ y») _j_ z /H-i (» y» _ j-M-i) 






d. h. es ist 

z {ff - z (j"+y = 9 ±r^ . 

Die Gleichung (6.) nimmt daher nach Einsetzung dieses Werthes 
folgende Gestalt an: 

(6.) 2 2 (-lf [m+p+ 1) (Z*^ 1 ) 2 = z r J"* 1 . 

Multiplicirt man nun noch die Gleichung (7. §.3.) mit v-{-l, 
setzt dann statt v nach und nach v + 2 » ^ + ^ > v + 6, ..., 
v -{- 2p , ... und addirt sammtliche so erhaltenen Gleichungen, 
so ergibt sich 

< 7 -> I • ii 2* M- 2 *)(''+ 2 *+ 1 K•' r+2 ' , ) 2 = H-iK-J' -1 ) 2 

woraus für v=l und v=2 folgende zwei speciellere Gleichungen 
hervorgehen: 

f h2 (2p+1} (2p+2) (/2H ~ ,)2 = 2 (,/0)2 + 2 2 T(/2p+2)2 ' 
rh2 {2p+2) (2p+3) (/2 ^ 2)2 = *w+*2 ( ' J *** f - 

Addirt man dieselben, so hat man sofort 

t k 2 {p +v (p+2) (j^f = (j 1 t + 2 ^ CO 2 . 

Zieht man davon die Gleichung (5.), nachdem m = in ihr gesetzt 
ist, nämlich 

!Ä2' (p+1)(/P+1)2 = (/)2 + (/1)2 

ab, so bleibt 

1 £ 2 {p+lf (jP+y = (/ü)2 + 2 2 (/ ^ 1)2 • 

Nach Gleichung (1.) aber ist 

(/°) 2 + 2 27 (J^ 1 ) 2 = 1 • 
Wir haben demnach schliesslich folgende bemerkenswerthe Glei- 
chung 

< 8 -) fÄ2 ,(p+1)2( ^ 1)2 = 1 

Lommel , Bessel'sche Functionen. 4 
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oder 

(8.a.) I 2 (Jj + 2 2 (Jj + 3 2 (ff + 4 2 (/) 2 + • • • = £ • 

Man sieht leicht ein, dass auf dem hier betretenen Wege 
noch manches derartige Resultat gefunden werden könnte. Wir 
begnügen uns jedoch mit dem bisher gefundenen, um nicht durch 
die Ueberfülle von Einzelnheiten zu ermüden. 

Die Formeln (5.) und (6.) des §. 13. sind, soviel mir bekannt 
ist, zuerst von Scblömilch*) gegeben worden, die Formeln (11.) 
ebendaselbst sind schon seit Bessel bekannt. Dagegen scheinen 
die in den §§. 14. und 15. entwickelten Gleichungen grössten- 
theils neu zu sein, wenn man nicht etwa sämmtliche Resultate 
der §§. 13. und 14. als Beispiele betrachten will zu dem von 
Neumann**) bewiesenen Lehrsatz: Jede Function f{z), 
welche innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkt 
(Anfangspunkt der Zahlenebene) eindeutig und stetig bleibt, 
kann nach Bessel ; schen Functionen (erster Art) entwickelt 
werden. Die Formeln des gegenwartigen Paragraphen scheinen 
darauf hinzudeuten, dass, wenigstens für Functionen von geradem 
Grade, eine ähnliche Entwicklung nach Quadraten von Bessel'- 
sehen Functionen möglich ist. 

Eine Frage, nämlich die nach der Gonvergenz der in den 
§§. 13 — 15. entwickelten Reihen, wurde bisher noch gar nicht 
berührt. Es Iässt sich aber leicht zeigen, dass diese Reihen 
sämmtlich convergent sind für jeden Werth von z. 
Nehmen wir als Beispiel die in §. 13. mit Ä[ v) bezeichnete Reihe. 
Der Quotient des (p+l) ten Gliedes durch das p ie ist 

(v +2 p +1)»\ 2 (v +2 p + \)"\- 2 J V + 2 P+ X 
{v+2 P -\) n ^{v+2 P -\f- 2 ' yH-2^-1 

= (y+2p+l) (r+2p+2n-l) j*+*P+i 
(v + 2p— 1) ( v +2p— 2n+l) * jv+2p-i 

Bei wachsendem p nähert sich der Quotient der beiden Bessel'- 
sehen Functionen der Null (ein Blick auf den Kettenbruch (3. §. 2.) 
genügt, um sich davon zu überzeugen), während gleichzeitig der 
vorausgestellte Factor gegen die Einheit rückt. Die Gonvergenz 
der Reihe A^ ist dadurch ausser Zweifel gesetzt, und es leuchtet 



•) Schlömilch, Zeitschrift für Math. u. Phys., II. Jahrg. S. 141. 
**} C.Neumann, Theorie der BessePschen Functionen. Leipzig, 1867. 
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ein, dass auch alle andern hier vorkommenden Reihen, auf dieselbe 
Weise behandelt, zu dem nämlichen Resultate führen. 

§. 16. Entwicklung von /£> . 

Wenn v ein ungerades Vielfaches von — {== ^"V* ) ist, so 
lässt sich das Integral 

eizu (!_ u 2 )*~* du 
-i 
in geschlossener Form herstellen. 

Ist nämlich q>(u) eine beliebige Function von u, so erhält 
man durch fortgesetzte Anwendung der theilweisen Integration 



./ 



/ 



«"" q>{u) . du = - *** V ~ <p?(u) , 



Zj z»+ l 
vrog>P(u) den p ien Differentialquotienten von g>(u) ausdrucken soll. 

Hier aber ist, für v = m 7~ -> 

9 («) = (i-«r = (i+«)-(i-«)-. 

folglich, mit Anwendung des binomischen Lehrsatzes 

V (.+A)-(i+«+Ar(i-«-*r 

= 2^ (i+«r 2 Ä ? . ^(-i) r • ^(i-.)— a- 

Der Coefficient von h p in dieser Entwicklung ist nichts anderes 
als q>v(u) noch dividirt durch p\. . Demnach hat man 

<pp(u) = ^ (~ 1 ) r • £\ m?H1 mr|_1 (l + «) w ^ (1— «) m - r 
für (? + r = p), 
wo in der Summe statt q und r nur solche positive ganze Zahlen, 
die Null mit inbegriffen, gesetzt werden dürfen, welche der Be- 
dingungsgleichung q + r = P genügen. 

Setzt man darin u= 1, so verschwinden alle Glieder der Summe 
wegen des Factors 1 — w, mit Ausnahme desjenigen, welches 
diesen Factor auf der Potenz Null enthält. Man hat also gleich- 
zeitig r = w , q = p — m , m — q = 2m — p zu nehmen, und 

erhält 

4* 
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W Mli = (- ir • (^ «^ , '- 1 *-* . 

Substituirt man dagegen u = — 1 io 9^ (u) , so verschwinden alle 
Glieder, welche den Factor 1 -f~ u a °f einer andern, als der 0^° 
Potenz enthalten; indem man daher q=m,r=p— m,m — r=2m— p 
setzt, bekommt man 

Führt man daher oben die Grenzen — 1 und -\-\ ein, so ergibt 
sich 

p-a-ur .<*«=- «"2<-ir • ^i "•"^ •• 2i """ • £ 

oder, wenn man, da p offenbar nicht kleiner als m sein kann, 
lieber m -f- P statt p schreibt 



/ 



e i "(i-uTd» = - (-i)-2-/*^ (j5± ^Sr ? - 1 • SS 



Da nun 



+ 2 m e--*2 , (-lf 



"+4 _ 



J-+1 



—1 



ist, so hat man 

oder, wenn man zur Abkürzung 

(— t T+ 1 . J Z 'V ("+l) ? ' |1 m p '- 1 i" _ D ™ + i 

setzt: 

(l.a.) j?+* = Ä-+* _ (_ 1)» . ,- R ?+ y i . 

Nun ist aber 
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^J 2'' 18 i^ £i K ' 2 2 '' 12 ' z*»' 

l — ** • 

und ebenso 



4. i V l 1V* »+»'"*" tt^ 1 '- 1 i p« j_ n» • 



Daher hat man 



tat man 

Ist nun m gerade = 2 n , so erhält man daraus 

(2.) ./£+* - (-1)- j/JI {/>*» sin * + ö 2 " cos,} 

und ebenso für ein ungerades m (= 2n + *) 

(3.) /^ = (-1)" j/|I { ö 2m+1 sin * - Z^ 1 cos *} . 

In diesen Gleichungen ist 



(4.) 






Q" = 2 (-1)" 



(•-MJ** 1 " 1 m*H-H-> j 



2ÜH-1I2 z 2p+i 

während die oben eingeführte Function B^l , in P und aus- 
gedruckt, folgende Gestalt annimmt: 

*&"* - (-0" +I • *=- (^ + ö w 0- 

f2wz 

Einen für beide Fälle gemeinsamen Ausdruck erhält man mit 
leichter Mühe aus der Reductionsformel 1. (§. 1.). Setzt man näm- 
lich daselbst m + f statt v, so wird 

J — J * 2j ( } ' P* z"^ 

- J * 2j [ ] — pj z^ 1 ^ — 

Es ist aber, wie man leicht findet: 

ji = 1/ — • sin z, 

r itz 

j\ = y — \V^i _ cos z j # 
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Setzt man diese Werthe oben ein, so ergibt sich zunächst: 

2" „ M ^T, ,J. ("-P)"!." 1 (2P+3)— 2p!8 



nz cos*^(— 1) - p ,- s _ Sp 



-TT,.*. 2 <-»'• s^ 1 *££?=• 

Hier müssen noch die mit sin z multiplicirten Summen in eine 
einzige zusammengefasst werden. Sondert man zu diesem Zweck 
von der ersteren das Anfangsglied ab, indem man zuerst p = 0, 
dann p + 1 statt p setzt, so erhält man 

* ml * ^ #_i* O^ZPT!^ (2^+5 ) -^-^ 

-^+1 ~~ ^ \ 1} ' (p + 1)! 2 «*-l-2 P 

^ l X ) p l z *H-l-2p 

_ Jüü. _ Vf-1^ (»-l-P^ 1 " 1 (2p+5r- 2 ^ 2 ' 2 (m-p)(2p + 3) 
z" 1 * 1 ^— / P ! ~™-i-*/' p+1 

s «+ 1 T ^ V A ; • (p+l)! s «-l-«P 

_ V f_l/ (m-p-V*- 1 (2p+l)^- 2 ^ 2 . 

— ^ v A ; • p! z m"-fi-2p 

Man bat also 

(5.) #* -/L. + ,^ Mr <^£^g. ">+»X' F; ' 

Diese Formel unterscheidet sich von den obigen (2.) und (3.) durch 
nichts, als dass dort die Summen nach steigenden, hier aber nach 
fallenden Potenzen von — geordnet sind. Wollte man hier eben- 
falls nach steigenden Potenzen ordnen, so müsste man die Fälle 
des geraden und ungeraden m auseinanderhalten . und wurde dann 
nothwendig auf die Formeln (2.) und (3.) zurückkommen. 

Selbstverständlich genügt die hier entwickelte Function J^t 
den Grundgesetzen (II.) und (III.) der Bessel'schen Functionen, und 
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folglich auch allen übrigen Relationen, welche für jedes v daraus 
abgeleitet wurden. Nun behaupten wir aber, dass nicht bloss 
J™ z) * selbst, sondern auch die oben definirte Function Ä*) für 
sich allein schon, und dann nothwendig auch (—1)'" B%Z~f sich 
diesen Grundgesetzen und dann auch allen daraus gezogenen Con- 
sequenzen unterwirft. 
Es ist nämlich 



T (0 



-H-i = _ /,» _/l_ ^Tf (m+2)^ 1 (m+D p| - 1 ? 
[ } VZnz ^J ^ ' z*> ' 

Addirt man diese beiden Gleichungen, so findet man, weil 

«^(m-l)"- 1 - ( m + 2f li (m+lf- L 

= (m+lf-^m^ 11 - 1 - (m+l^'-V- 11 - 1 

= (» + ir 1|1 m M " 1 {(m-p+1) (m-p) - ( m +/,)(m+l-p)} 

= - 2p{2m+l) {m+lf- lll m p - 11 - 1 

ist, zunächst: 

* wo jedoch in der Summe zur Rechten p nicht Null werden darf, 
da in den obigen Summen die Anfangsglieder, in welchen p = 
ist, sich wegheben. Schreibt man daher besser (p-{-l) statt p, 
so hat man 

oder 

Ä (=) T Ä (~) = ^ Ä <*> • 

Diese Gleichung ist aber keine andere, als die Gleichung (H.a.) 

angewendet auf die Function R™ z) . 

Ebenso leicht lässt sich zeigen, dass auch das zweite Grund- 
gesetz (III.) für R™^ gelte. Wir setzen j/T statt z und multi- 
pliciren mit z~ T T, so wird 

* » * *(ir) = (— ») • ' yf^Zj PI 5 ' 

Differentiirt man hier beiderseits nach z, so kommt: 
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m 1 



«+P+2 






' 2^2* 

^ V ' 2 ^2* ^-/ 2' , + 1 l 2 

+ (_,) '"21^2,*^ ' (-+P+1)* * 

Nun isl aber 

(m+l)*- 111 ».*- 11 - 1 = ( OT +2)' ,|1 (m + l) H - S!| - 1 , 
(«+1)" 11 m"" 1 (m+p + 1) = (m + 2)" 1 (m+l)^ 11 - 1 , 
demnach 

feiJ^HM + j^J^ ( „ +p+1) 

_ (m+2)*" 1 (i+l)^'- 1 / m-p v 

(w+2) Pll _lw+l) H ' 11 ~ 1 ™+P+_ 2 ^ (m + 2) H ' 1 |1 (>« + l) /?+1| ~ 1 
2 Pl 2 " 2 P + 2 2H- 1 ' 2 

Fasst man jetzt obige zwei Summen in eine zusammen, so er- 
hält man 

g( r¥ "^ ) , ,m +2 «*T -?±? 

dl v ; 2^2^ 

oder endlich 



^•4« ^ ^ ( CT +2)P' 1 ( OT +l)yl- 1 , .-**** 

— — — — m % * x x 9 



- a(* *■ lag*)) 2 -=£-4 Ä -H 

wie behauptet worden. 
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§. 17. Entwicklung von Jf z) nach negativen Potenzen 

von z. 

Aus den zuletzt geführten Beweisen geht hervor, dass die 
beiden Bestandteile von/ ( ^) % Ä^) * und (—l) m iB^Z/ )f vermöge 
ihrer Form allein schon, ohne Rücksicht auf den speeiellen 
Werth, welchen man dem m beigelegt denken mag, den Grund- 
gesetzen (IL und III.) der Bessel'schen Functionen genügen. Die 
unendliche Reihe, in welche der Ausdruck 

ftfl = J^l j (_ i)»+* e iz (JT + Q m i) + r* (P m — Q m i)\ 

für ein gebrochenes m übergeht, wird daher ebenfalls noch jene 
beiden Grundgleichungen erfüllen und sonach in Form und 
Eigenschaften mit den bisher betrachteten Bessel'schen Func- 
tionen übereinstimmen. Wir halten uns daher für berechtigt, die 
vorstehende Gleichung auch dann noch als Ausdruck der Bessel'- 
schen Functionen anzusehen, wenn m gebrochen ist, mit dem Vor- 
behalte freilich , dass die fragliche unendliche Reihe überhaupt zu- 
lässig sei. 

Unter diesem Vorbehalte habeu wir also, wenn wir m+^ = v 
setzen 

(1.) JU = jfl |(_iy+V«(i>-4 + q~U) + e-*(r-i-(r*i)\. 

Setzen wir in dieser Formel zuerst 2n statt v, so wird dieselbe 
zunächst, wenn wir der Kürze wegen P x und Q t resp. statt I* n ~~ $ 
0**"~i schreiben: 

/£ = ^ {(_,)* «'* (Pi + ö, 4- **-* (*, - 0i 0} • 

Denken wir uns unter t stets seinen positiven Werth -f-i, so ist 

(— ,')* = e-& und fi = ei ni , 
folglieh 

Jfc - £=£ ^W (*, + öi ') + e-'^-W CPi -'ff, •)( 

oder 

(2.) jg = (- 1)- j/|^ {i>, cos (*-**) - 0, sin (*— HJ , 

worin 
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(2.a.] 



ist. 






, (4n+l) 2 ^ 2 (4n-l) 2 ^'- 2 j_ 

.2* 



,, (4 tt + l) 2 H-*l*(4n---l) 2 H-il-2 1 

8 2H-1|8 ' z 2^+l 



.2/1+1 



Setzt man ferner 2n-{-l statt v, so ergibt sich zunächst 

tfil \ (-,-)« «" (P 2 + 2 ,) + f» «"" (j>, - £) 2 /)) . 

Da nun 

(_,■)* = *-*** und fi = ei™ 

ist, so hat man weiter 

'<"> +1 = ^ j^ s -*->(/»,+ ftd + .-«--wo»,- fcO| . 

woraus sofort eine mit der obigen fast gleichlautende Formel her- 
vorgehen würde, mit dem einzigen Unterschiede nämlich, dass 
P 2 und Q 2 statt P { und Q lt und z — \it statt z — \% stünde. 
Schreibt man aber lieber sin (z — \ri) statt cos (z-|jr) und 
— cos (2 — \%) statt sin (z — \it), so hat man 

(3.) J%p = (-1)" j/f t {P 2 sin(z-M + ö 2 co»(*-i*)} . 
Darin ist 

P (4n+3)^ |2 (4 W +l) 2i?! "" 2 J_ 

.2p 



(3.a.) 



2(-D P 



s 2p\S 



n - Vf_1V* (4n+3) 2 *+il 2 (4*+l) 2 ^- 2 1 

y 2 ^ l x ) ' 8 2/H-l|8 ' 2 2p-fl' 



Für n = z. ß. resultiren aus (2.) und (3.) folgende zwei Formeln 

(2.b.) / w - // - COS (z-\n) \1 - 3-^( T ) + 8>16t24 , 32 ( T ) } 

i 7/8" • / 1 \l 18 / 1 \ l*.3 2 -5*/iy , 1*.3*.5 8 .7 2 .9Y1\ 5 \ 

+ y^z Sm ^-^^h{v)^SÄ^AT) + 8.16.24.32.40 U }■ 

/Qk\ ri 7/^" • / 1 \ ii i 3.5.1/iy 3.5.7.9.1.3.5/iy , ( 

, 7 /2 , f , j3 1 3.5.7.1.3/iy , 3.5.7.9.11.1.3.5.7/1V 1 

+ ^^ C0S ^-i 7g )l8'7--O6^rU+ 8.16.24.32.40 U"— 1> 



8.16.24.32.40 \z> 

Formelti, welche von Hansen*) bei der Berechnung seiner Tabellen 
der Bessel'schen Functionen /° und J l benützt wurden. 



*) Hansen, Ermittelung der absoluten Störungen in Ellipsen von 
beliebiger Excentricität und Neigung; Schriften der Sternwarte Seeberg, 
Gotha 1843. 
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Die in (2.) und (3.) vorkommenden unendlichen Reiften P 
und sind nun freilich divergent; sie gehören aber zur nütz- 
lichen Classe der halbconvergenten Reihen, bei welchen der jedes- 
mal begangene Fehler kleiner ist als das letzte in Rechnung ge- 
zogene Glied. Um dies nachzuweisen, sei es gestattet, die Reihe 
(2. b.) nochmals zu entwickeln auf dem Wege, welchen Lip- 
schitz*) gezeigt hat. 

Wir schreiben zu dem Ende /£) in der Form 



(A\ /O _ 2 / COS( 2M ) 

(4) At) ~ *J Vi=2 ' 



du 



und betrachten den Ausdruck ,,. als den reellen Theil der 

Kl— « a 



e —ztv 

Function ,, für rv = 



Ki+t^ 

Darin werde nun für rv die allgemein complexe Grösse v -\-ui 
gesetzt und eine Integration nach drv — dv -{- i .du ausgeführt. 
Wird v + ui in üblicher Weise durch einen Punkt der Zahlen- 
ebene repräsentirt, dessen rechtwinklige Coordihaten v und u 
sind, so gilt der bekannte Satz , dass ein über den Umfang einer 
geschlossenen Linie hinerstrecktes Integral stets den Werth Null 
hat, wenn die zu integrirende Function im Innern des abgegrenz- 
ten Flächenstücks allenthalben eindeutig, stetig und endlich ist. 

e -zw 

Im jetzigen Falle werde die Function , über den Umfang 

eines Rechtecks integrirt, dessen Ecken die Punkte (0), (h), (ä + i), 
(t) sind, wo h einen beliebigen positiven Werth bezeichnet; man 
erkennt alsdann leicht, dass unsere Function im Innern des Recht- 
ecks eindeutig ist, wenn man festsetzt, dass sie stetig sei und 
für rv = den Werth + * habe. Für rv + i wird sie allerdings 
unendlich, jedoch so, dass der Werth des Integrals dadurch keine 
Aenderung erleidet und der oben ausgesprochene Satz seine Gel- 
tung beibehält. 

Indem man beachtet, dass alle Theile der Integration ent- 
weder der Abscissen- oder der Ordinatenaxe parallel genommen 
werden, und dass der Umfang des Rechtecks stets in demselben 



*) Lipschitz, die Bessel'sche Trans cendente J. Borchardt's Jour- 
nal; Bd. 56; 1859. 
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(positiven) Sinne durchlaufen werden muss, erhält man folgende 
Gleichung: 

J KI+* ^ ^ Ki+(a+««)* J Ki+(«4-0 8 , 

i 

— i f^L • du = . 



Lassen wir nun h über jede Grenze wachsen, so verschwindet 
das zweite Integral, und bei Sonderung des Reellen und Imagi- 
nären liefert der Goefficient von t die Gleichung 



•> li 



cos zu 



. r *-* <-*-*■> 



ö ^i^u« " du Y ft+M-O 1 " *"' 

wo zur Rechten nur der reelle Theil zu nehmen ist. Wir setzen 
nun 

1 + {v + if = 2t 9 + v 2 = ^e«»', 

so dass £ = ]K» 4 + 4» 2 und tgq> = — wird. Dann ist der Nen- 
ner zur Rechten 

^1 + (, + ,-)» = ^^9* = e^Mto-**) 1 ' 

oder, weil 

^(«p-**)' = (2f>+0 2 ) . (— i) = 2t; — iv 2 
ist: 

/T+>+7p = <?*™ . V2v— iv 2 . 

Wir haben also, wenn wir noch bedenken, das i = e^ ni ist: 
i <» 

/'(cos z«) . Ini T e~ ziv+i) 

und wenn wir 2 = /? einführen 

1 OD 

/cos zu . «-(*-**)* /• c-^/J-i Ji3 

Wir erhalten demnach, wenn wir zur Rechten nur den reellen 
Theil beibehalten, für 7 ( ° 2) folgende Gleichung 



(6. 
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CO 



i sin (z -r { 
* VTz 

o 

Entwickelt man die hierin vorkommenden Wurzelgrössen nach 
dem begrenzten Taylor' sehen Lehrsatz, so findet man 



(?•) 






wo zur Abkürzung 



2 2m|2V2z/ [/■■ >(J\4«+i "+" //' .«T(I\*«H-1 I 
VV 1 _ ' *£' 2 V 1 + f 2Z / * / 

, _ i^+ 1 lVPY-+Y i i \ 

gesetzt wurde, und # und fr' positive echte Brüche vorstellen. 
Führt man diese Reihen oben in (6.) ein und integrirt nach 
der Formel 





so erhält man 



(8.) 



y= =iw— - 1 



,°„ _ /*; «,„_„ . 2 (- 1>- ■ '27 • i + 1- .)■• « 






+ jA • sin (.-*«) . % (-1)" • ( 2H'7- ;4f + (-1)"«' 



Darin ist 



«■-^•-fe*- f*-*r **.**. 



*7' 
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S m = 


i sin(z — £ 


OD 
Q 


-ßß-l 


n' m dß. 


Setzt man nun 










•+.'$?■ 


2 

= Qe 4m ^- lYt und 1 — 


2z 


2 


und ebenso 










> + 'S - 


2 't 

= q e 4m + s y * und 


1 — f 


»'ß _ 
2z 


2 


so dass 










<?* = 


> + (3)' 




2 


-«• 


? 2 = 


1 + <£)" 


* In 


2 


"2 s 


wird, so lassen sich obige Ausdrucke in 


folgend 


e Form bringen: 



_ l/l ™*(z — jn ) l 2m|2 /J.Y 1 " / e-PfP m -l cos y.dß 
bm ~ V z n ' 2 2wi l 2 \Az/ I / /jjj[\ 2 y»-H ' 

00 

, _ 7 /Y ainCz-i^ 1 i*fi|i /_l_\«-+i r e -tlP*+\ü*y'd9 
S m ~ r z n ' 2 2»i+i|2 W / 7 stfßy y »+» ' 

Die absoluten Werthe der hier auftretenden Integrale werden 
grösser, wenn man im Zähler cosy und sin/ durch die Einheit 

ersetzt und im Nenner die positiven Summanden (tt) und (-5-/ 

unterdrückt. Alsdann lassen sich die Integrationen ausfuhren und 
S m und S' m verwandeln sich resp. in die (m+l) ten Glieder der 
Reihen, welche zur Rechten in Gleichung (8.) stehen. Daraus 
folgt, dass diese Reihen, welche keine andern sind als die in 
Gleichung (2.b.) vorkommenden, die Eigenschaft haben, dass der 
Unterschied zwischen der Summe der angewandten Glieder und 
dem wahren Werthe der Function stets kleiner ist als das zuletzt 
in Rechnung gezogene Glied. 

Ueberhaupt werden alle in den Formeln (2.) und (3.) ent- 
haltenen Reihen genau auf demselben Wege durch Entwickelung 
des Integrals 
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T m 



l 2 "* 2 nVU 



c»(,-^» )s /;-^[(,-i-5^-' 
+ (*+'£?]« 

erhalten, und somit kann auch für sie die obige Eigenschaft als 
erwiesen betrachtet werden. 

Nichts hindert, dasselbe Verfahren auch auf beliebig ge- 
brochene Werthe des Index auszudehnen, und es leuchtet von 
selbst ein , dass man zu analogen Resultaten gelangen würde. 
Statt diese Entwicklungen zu machen, ziehen wir es jedoch vor, 
zu unserer Formel (1.), welche alle diese Resultate in grösster 
Allgemeinheit umfasst und deren Brauchbarkeit jetzt ausser allen 
Zweifel gesetzt ist, zurückzukehren; es wird nur noch nöthig sein, 
derselben auch für jedes gebrochene v eine für den Gebrauch 
bequeme Gestalt zu geben. 

Zuerst sei j/ = 2»-f f » wo £ einen echten zwischen — ^ 
und + i enthaltenen ßruch vorstellt; dann ist gemäss (1.): 



yvitz [ J 

V2nz [ J 



oder 



oder endlich 

(9.) f*"+* = (—1)" J/^J/^cos^-^^^-ö'sin^-^^Tr)! 



worin 



(9.a.) 



( 4w + 2 t + l)^+ 1 ' 2 (4n+2 f -l) 2 ^- 1 '- 8 



o' = 2 (_1); 



tfM-ii 



r 2H-i 



Ebenso erhält man für v = - 2w -f- 1 -f- e, wo s dieselbe Bedeu- 
tung hat wie oben 
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(10.) /*H-H-*=(_ l) n j/^j/>"sin(z — 2f + 1 7 r) + ß"cos(z- 2s + 1 7r)} 



und darin ist 

, (4»+2f + 3) 2 ^ |2 (4ii + 2g+l) 2j?1 ~ 2 1 



(10. a.) 



P — Jj ^ lj 8 2p|8 z 2p 



q" = V (_iy 



p 



( 4 „4-2 g + 3) 2 ^ +1 ' 2 (4» + 2 g +l) 2p+1| ~ 2 1 



Die Formeln (9.) und (10.) , welche die Formeln (2.) und (3.) als 
specielle Fälle enthalten, erweisen sich als äusserst vorteilhaft 
bei der numerischen Berechnung von Jfa. Die Reihen des §. 5., 
obgleich convergent für jedes z, werden bei grösseren Werthen 
von z sehr unbequem. Aber gerade für solche grössere z wer- 
den die jetzigen Entwickelungen brauchbar, und liefern die Werthe 
der Function um so genauer und um so rascher, je grösser z wird. 
Die Gleichungen (9.) und (10.) können auch zur Auflösung 
der transscendenten Gleichungen 

j'fH = und ^ 1+e = 

benutzt werden. Aus jener findet man 



aus dieser 



, / 2* + l \ Q' 

cotg {z — J-n) = p , . 

J / 2g + l \ Q" 



Die Wurzelwerthe der ersteren ergeben sich demnach aus der 

Gleichung 

2g + l 2»i + l . Q' 

z f-it = 2 ' % — arc ig -, 

und die der letzteren aus ' 

z — - - . L — TT = m% — arc ig ^r, • 

Daraus lassen sich die Wurzelwerthe, welche in unbegrenzter An- 
zahl vorhanden sind, für einigermassen grosse z durch Annäherung 
berechnen, und zwar mit um so grösserer Genauigkeit, je grösser 
m und darum auch z ist. Man bemerkt leicht, dass die Differenz 
zweier aufeinanderfolgenden Wurzeln , für ein und dieselbe Func- 
tion, sich um so mehr der Grenze n nähert, je mehr z wächst, 
und dass die Differenz der gleichvielten Wurzeln zweier Func- 
tionen, deren Indices verschieden sind, sich bei wachsendem z 
der Grenze — % nähert. 
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Die Dämlichen Resultate ergeben sich auch mit Leichtigkeit 
aus folgender Bemerkung. Für sehr grosse Werthe von z nähert 
sich die Reihe Q der Null , während P sich auf das erste Glied 1 
zurückzieht. Man hat daher für sehr grosse Werthe von z 
nahezu: 



(ii.) 



,2*+« 



'{Z) 






woraus das oben Behauptete sofort evident ist. 

Addirt man die Quadrate dieser beiden Gleichungen, so ergibt 
sich, ebenfalls nur für äusserst grosse Werthe von z, die 
bemerkenswerlhe Relation: 

(12.) (jur + urr = h . 

d. h. die Summe der Quadrate zweier Bessel'schen 
Functionen, deren Indices um 1 verschieden sind, nä- 

2 

hert sich bei wachsendem z dem Quotienten — 
§. 18. Ueber die Wurzelwerthe der Gleichung 

Durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen erfuhren 
wir, dass die Gleichung J( z) = unendlich viele Wurzelwerthe 
besitzt. Da jedoch dieses Resultat mit Benützung divergenter 
Reihen erlangt wurde, so dürfte es angemessen sein, dasselbe 
hier nochmals mit aller Strenge nachzuweisen, indem wir zeigen, 
dass die Function / ( r z) , wenn ihr Argument um 2n wächst, zwei- 
mal verschwindet, und dabei jedesmal ihr Vorzeichen wechselt. 
Wir betreten, um zu diesem Ziele zu gelangen, den von Bessel*) 
vorgezeichneten Weg. 

Wir nehmen zunächst an, v sei < ^ und > — £, demnach 
v — £ negativ echt gebrochen = — ft. Dann ist 



r = 2 — s — p 

(0 Vn vr\v+\)J 



1 

cos (zu) .du 



riy+\)J (i-u*f 



*) Bessel, Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abh. der Berl. Akad. der 
Wiss. 1824. S. 39. 

Lommel, iBessel'sche Functionen. 5 



'F^r-™*?: 
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Setzt man nun z = — -£^ % t wo m e i ne ganze Zahl und 

m einen echten Bruch bedeutet, so wird das vorstehende Integral 
i i 

/* cos (zu) . du f* 2m-\-m du 

I * = I COS s 7T U • ; • 

oder, wenn man i> statt (2m + m')w schreibt, 

2m-f~ m ' 

/• n dv 

= I cos — V 



s 



2 ((2w+m') 2 — »»y* 



Wird dieses Integral von v = a bis v = b genommen, und gleich- 
zeitig h-\-w statt v gesetzt, so hat man 

* b—h 

J* n dv r /n ■. i * \ d w 
cos — v- — = I cosi — ä+ ^ «Mt — 
2 ((2m+my-v*)f J V2 ^ 2 J ({2m + m)* - (h + w)*T 

a a — h 

Darin nun nehmen wir nach und nach Ä=l,3,5,...,2m — 1 
und gleichzeitig immer a = h — 1 und b = h-\-l, und erhalten, 
wenn zur Abkürzung 2m-{-m = X gesetzt wird: 

+i 

v /n A 2 \2~V / . n . , i — l . 1 



'-(3-M*)'' 



\m-l 






'« 2 r r(i>44) «/ U 2 — (2m-h 



f 5T 2' 1 '(»-*- + ! „ 





(- 


-l) m 


U f - 


(2/a — l+w) 2 y 


»/' 






cos 


1t 
2 


tv . dru 



Die einzelnen Glieder dieses Ausdrucks sind positiv, das letzte 
schon darum, weil ^w stets kleiner bleibt als ^-* die übrigen, 
weil ihr positiver Theil grösser ist als der negative; denn man hat 

fau^w.dw f n j_ i 

J (VZjj^j^ - J Sl " 2 W ■ dw 1 (l» - (*+ «,)«)* (-1« - (* - «,)«)*/ ' 

wo der Nenner des positiven Theils stets kleiner ist als der des 
negativen. Ferner ist jedes folgende Glied grösser als das vor- 
hergehende, wegen der immer abnehmenden Nenner; demnach 
hat die Summe zweier aufeinanderfolgenden das Zeichen des letzten 
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derselben. Ist nun m gerade, so ist das letzte Glied in der Klam- 
mer positiv und daher die Summe aller Glieder positiv; ist dagegen 
m ungerade, so ist das letzte Glied innerhalb der Klammer nega- 
tiv und demnach die Summe aller Glieder vom zweiten an negativ, 
und das erste Glied sowie das Glied ausserhalb der Klammer sind 
ebenfalls negativ. Wir können daher aussprechen, dass /£), wenn 
v zwischen — ^ und -j-£ liegt , von z = mit bis z = {m-\-^)n 
immer positiv ist, wenn m eine gerade Zahl, und nega- 
tiv, wenn m ungerade ist. 

Aehnliche Eigenschaften besitzt übrigens die Function J\ z ) 
auch dann, wenn der Index v beliebig reell ist. Denn man hat 



*>(* mVd) t -"P 



v+l 



Oz 



= — \ z 2 J (yr) • 



Diese Gleichung zeigt, dass J[V~ S ) verschwindet, wenn z 2 /(KT) 
ein Maximum oder Minimum ist; zwischen zwei Werthen von z 

V 

— v 

oder j/z, für welche z 2 J[V7) verschwindet, liegt aber not- 
wendig ein Maximum oder Minimum, demnach auch ein Nullwerth 

von J(V7). Es geht daraus hervor, dass J$ ebenso oft ver- 
schwindet, als /£) Maximum oder Minimum wird; ebenso muss 
zwischen zwei Werthen von z, für welche J$ x Null wird, ein 

Maximum oder Minimum von z 2 J(VT) } folglich ein verschwin- 
dendes Jfc)' 2 liegen, u. s. f. 

Für die negativen Werthe von v unter — \ wurde sich eine 
analoge Reihe von Schlussfolgerungen an die Gleichung 

anknöpfen lassen. 

Um ferner nachzuweisen, dass die Gleichung J* g) = 
keine imaginären Wurzelwerthe besitzt*), erinnern wir 
uns an folgenden Satz aus der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen: Schreibt man die algebraische Gleichung Z = nebst 
den durch Differentiation aus ihr abgeleiteten der Reihe nach an 
wie folgt: 



*) Fonrier, The'orie analytique de la chaleur. S. 372. 

5* 



L^fc 
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z-o dz-o ** — o m — o 

und nimmt an, dass jede reelle Wurzel irgend einer dieser Glei- 
chungen in die vorausgehende und in die nachfolgende substituirt 
Resultate von entgegengesetzten Zeichen hervorbringt, so ist ge- 
wiss, dass sowohl die vorgelegte Gleichung Z = 0, als auch 

sämmtliche daraus abgeleitete «— = , ^— 8 = , -g-, = , 

u. s. w., nur reelle Wurzelwerthe besitzen. 

V 
y 

Wir betrachten nun die Gleichung z 2 /(K7) = als eine 
algebraische Gleichung von unendlich hohem Grade; ihre succes- 
siven Ableitungen haben, dem Grundgesetze III. zufolge, alle die 
nämliche Form wie die ursprüngliche Gleichung, nur ist in jeder 
folgenden der Index um 1 grösser als in der vorhergehenden. 
Drei beliebige in der Reihe aufeinander folgende dieser Glei- 
chungen wurden z. B. lauten: 

. x ~t ~ jfo = o , z~~~Ji[P^ = . 2~ ~^~J{KP > = . 

Zwischen diesen drei Functionen besteht aber, vermöge der Grund- 
forme! (II.) die Beziehung 

z . ,- — J&? = 2(v+m+l) z — jföf - «~»- Jfö 
welche zeigt, dass für einen positiven Werth von z, der J^y^t 1 
zu Null macht, J[y m -) und J(y™~]~ 2 entgegengesetzte Zeichen an- 
nehmen. Was die negativen Werthe von z anlangt, so erhellt aus 
der Gleichung (VIII. §. 6.) 

2 J v _ 1 Ji z i &_ i 

(*T) 2 1 T(i/ + l)\ 2 (2* + 2)"*" 2.4(2v+2)(2v+4) "■" " ' 

V 

dass keiner derselben die Function z 2 /(KT) noch irgend eine 
ihrer Ableitungen zum Verschwinden bringt, weil für ein nega- 
tives z alle Glieder dieser Reihe das nämliche Vorzeichen erhalten. 

Wir sind demnach überzeugt, dass die Gleichung z 2 /(Vi) = 
nur reelle positive, und demnach die Gleichung J* z) = nur 
reelle Wurzelwerthe haben kann, und zwar zu jedem positiven 
einen gleichgrossen negativen. 



-\~ '*' yvv •"*"; *; • " ^ -^ ^ < ■ ,-„ f^r 1 



Die Bessel' sehen Functionen erster Art. 69 

§. 19. Der Fourier'sche Lehrsatz. 

Bezeichnet man die positiven Wurzelwerthe der 
Gleichung z~ m .J™) = ihrer Grösse nach geordnet mit 
# , & if # 2 , ..., & p , ..., so kann jede innerhalb der Gren- 
zen bis 1 beliebig gegebene Function f[x) in eine 
nach (& p x)~~ m J m (d'px) fortschreitende Reihe entwickelt 
werden. 

Dem Nachweise dieses Lehrsatzes sei der gegenwärtige Para- 
graph gewidmet. Für den speciellen Fall m = wurde derselbe 
bereits von Fourier*) aufgestellt, und darum halte ich es für 
zweckmässig, auch das obige allgemeinere Theorem nach Fourier 
zu benennen. 

Wir gehen aus von folgender Entwickelung 

m m 

m 

oder 

m 

in welcher £ p einen der Wurzelwerthe der Gleichung z 2 J(yj)=Q 
vorstellt, und demnach mit #£ identisch ist. Es handelt sich jetzt 
darum, die Coefficienten « , a t , a 2 , ... zu bestimmen. Um irgend 
einen dieser Coefficienten, z. ß. a n , zu erhalten, multipliciren wir 
beiderseits mit ty n dx, wo tj/ n eine Function von x ist, und in- 
tegriren von x = bis x= 1. Wir bestimmen sodann die Func- 
tion ty n derart, dass nach vollendeter Integration die rechte Seite 
der Gleichung sich auf das mit a n behaftete Glied zurückzieht, 
alle andern Glieder aber den Werth Null annehmen. 

m 

Bezeichnen wir die Function (f x) 2 J m (j/ f x) zur Abkür- 
zung mit y, so ist jedes Glied der rechten Seite ein bestimmtes 
Integral von der Form 






i dx . 
Die Function y genügt (siehe III. Abschn.) der Differentialgleichung 



*) Fourier, The'orie analytique de la chaleur. Chap. VI. S. 386. 



UM 
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-jy + ^ + ufj + it»-©; 

demnach ist 

j\ydx = - \ f({m+l)* d l + *«Ö) rf * • 
Indem man die hier zur Rechten vorkommenden Integrale der 
theilweisen Integration unterwirft, erhält man: 

{m+l)fylldx= C+(m+l)yy-(m + l)fy d £dx, 

px a -j- d* = D + *.r • d l~y -^i + Jy -^,- • d* , 

wo C und /> willkührliche Constante sind. Nimmt man diese In- 
tegrale zwischen den Grenzen x=0 und x = x, so lauten sie 

(m + 1) /% ^ rf« = («+l)[*y]*- (m + 1) / y fl dx , 

Ö 

i /;,.g.^-hii-/-r]:+/>^-^. 

wo die Bezeichnung • • • wohl ohne nähere Erläuterung ver- 
ständlich ist. Man hat demnach: 

- j/w • » - /(»• ^ -(- + ")»• g) '• 

Bestimmt man nun die Function ^ aus der Differentialgleichung 

wo £' eine constante Grösse bedeutet, so kann man das Integral 
zur Rechten mit dem zur Linken zusammenfassen, und erhält: 

^j\yd*= [<,.!* -,.*£? + (-.+D**];. 



Die obige Differentialgleichung nimmt aber, wenn man j/f' ent- 
wickelt, folgende Gestalt an: 

«g+f 1 — > £ + **»- ° 
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und man erkennt durch Vergleichung mit der oben für y ange- 
gebenen Differentialgleichung, dass ihr 

oder, weil für jedes ganze m 

T —m i iN wi 7 m 

J{z) = (—1) /( 2 ) 

ist, auch 

+ - (r*)*/"ö^>) 

genügt. Führt man diesen Werlh in das obige Integral ein, und 
berücksichtigt dabei, dass 

ff - '-S&'lf&d - - | «xf ~w?*) 

ist, so wird dasselbe, wenn man die Grenzen einführt, und be- 
denkt, dass der eingeklammerte Ausdruck zur Rechten für# = 
verschwindet: 



X 



+ mj m (j/&).J m (/$'*). 

Nimmt man nun x = 1 als obere Grenze und versteht unter £ 

m 

und f Wurzeln der Gleichung z 2 J{VT) = , so hat man 
i 



j J m {/Sx) . J m (VYx) . dx = 



Diese Formel gilt jedoch nur so lange, als f ' von f verschieden 
ist; wenn ?' = ? gesetzt, ergibt sich der Werth des Integrals 
unter der Form ft und wird nach bekannten Regeln bestimmt. 
In der Gleichung 

X 

fj m (yix).j m {yvx).dx 

V 




rv jw 
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diflerentiiren wir nämlich zur Rechten Zähler und Nenner nach 
£' und erbalten dadurch den Ausdruck 

xj m (yr*) j m (vr*) -mj/f. f**- l (y&) . rtyt'x) 

welcher für x = 1 und f ' = f in (/" +1 G/f ))* übergeht. Wir 
haben demnach, wenn f = f ist: 

1 

( 2.) J\r (jfäj) 2 dx= (j^ (,/?)) \ 

o 
Die beiden in den Gleichungen (1.) und (2.) ausgesprochenen Sätze, 
welche an und für sich schon interessant genug sind, können 
jetzt dazu dienen , in der obigen Entwickelung von g> (x) die Coef- 
ficienten zu bestimmen. Um a H zu finden, multipliciren wir die 
Gleichung 

auf beiden Seiten mit 

*. = (&.*) *J m (/t*x) 
und integriren von x = bis x = 1. Zur Rechten verschwin- 
den dann alle Glieder, mit Ausnahme desjenigen, welches den 
Coefficienten a n hat; wir erhalten daher zur Bestimmung dessel- 
ben die Gleichung 

i i 

Jv (*) • M* J m tyi7x) • <** = «„J (j m (V^)) dx , 

woraus vermöge Gleichung (2.) 

i 



Um daraus nun das Eingangs ausgesprochene Theorem zu 
erhalten, braucht man nur x 2 statt x, f{x) statt <p(x 2 ), & p statt 
j/fp zu schreiben, und erhält sogleich 

f(x) = a ^ Q x)- m J m ^ Q x) + a^*)""/"^) + fli^arr 1 "/"^*) +• • 
oder 



. ■ >■#•>«*': 
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(3.) f(x) -= ^ a P {»px)~ M J m (*p*) . 



worin 



(4.) « P = (^t-T^-jy. f* A«) (*,*)" *"(*,*) • dx 

b 
isl. Für m = erhält man daraus 

(3.a.) f(x) = ^ a p J»(& p x) , 

1 
(4. a.) a p = — ±—J x f(x) . 7° (*,*) . tf* , 

d. i. den von Fourier am oben angeführten Orte bereits nach- 
gewiesenen Lehrsatz. 

§. 20. Der Schlömilch'sche Lehrsatz. 

Mit dem Fourier 'sehen Lehrsatz nahe verwandt ist ein von 
Schlömilch in der oben bereits citirten Abhandlung*) aufge- 
stelltes Theorem, welches ebenfalls von der Entwickelung einer 
beliebigen Function in eine nach Bessel'schen Functionen von 
gleichem Index fortschreitende Reihe handelt. Wir können uns 
nicht versagen, diesen interessanten Satz in erweiterter Gestalt, 
übrigens jedoch in getreuem Anschluss an das Original, als neues 
Beispiel von der Mannigfaltigkeit der Eigenschaften der Bessel'- 
schen Functionen, hier vorzuführen. 

Gehen wir nämlich aus von der bekannten Fourier'schen 
Reihe, 

F(z) = ±A + A x cos ^ + A 2 cos 2 ~ + • • • , 

wo 

h 

ä 2 /rr/\ nnu . 

A n = - - I F(u) . cos —- du 

o 

ist, und welche gilt für h J> z > , setzen darin h = n, z = vx 

und multipliciren die jetzt für n>vx^>0 giltige Gleichung 

F (vx) = ^A -{-A l cos vx -\- A 2 cos (2vx) -\- -•• 



A n = — / F(u) cos nu du 



*) Schlömilch, Zeitschrift für Math. u. Phys. II. Jahrgang. S. 155. 
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beiderseits mit 


2 fiv 

* Vi — o* 






und integriren sodann zwischen den Grenzen 
so erhalten wir 

1 


# = und # = 


1, 



( 1.) lJ^.dv-=lA +J l J*(x)+J t J*(2x)+J t J<P*) + -.. 



Da v die Einheit nicht überschritten hat, gilt diese Gleichung von 
x = bis x = it. Setzen wir nunmehr 

i 

2 rF(vx) 

00 -« J kW • *> = '(*> • 



so ergibt sich durch Differentiation nach x: 

i 

'VT=* ' dV = f W ' 



2 Pv F' (v x) ^ 



Wir schreiben jetzt in dieser Gleichung 5 statt v, pf statt x, 
mulüpliciren beiderseits mit p • , und integriren nach t zwi- 
schen den Grenzen t = und / = 1; dadurch ergibt sich 



oder nach einem bekannten Satze*): 



*) Seh lö milch hat von dem hier in Anwendung kommenden, von 
Abel herrührenden Satze folgenden Beweis gegeben. Durch gewöhn- 
liche doppelte Integration findet man zunächst: 



A 2 

ffi 



#£3-!['w-'H 



Dieses Doppelintegral verwandelt sich durch Einführung von Polarcoor- 
dinaten (x = rcosd" , y = rsintr) in das folgende 



/• rf'Jrvo*9 > )rdrdQ' 
J ~ n 



Ö 
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l 
F(p)-F(0)-*tj'ß£4-dt. 



Für x = erhält man aus (2.) F(0) = f(0), mithin ist 

i 



Wir schreiben nun in Gleichung (1.) f(x) stall des Integrales zur 
Linken, drücken zur Rechten F(u), welches in Ä n enthalten ist, 
vermittelst der vorstehenden Gleichung durch f(u) aus, und ge- 
langen dadurch zu dem Satze, dass die beliebige Function 
f{x) unter der Bedingung % ^> x > in die Reihe 
(3.) f(x) = ±4, + A,J\x) + A 2 J»(2x) + A,J»(3x) + ... 
entwickelt werden kann, wenn die Coefficientcn ^4 nach 

der Formel 

n i 

(3.a.) A n = — I ueosnudu I „ • dt 

*J J Vi-' 



bestimmt werden. 

Setzen wir in Gleichung (3.) ]/ x statt x, so lautet dieselbe 

f(]/x) - ± 4, + 2 ^H-i • ^°((P+1)^) • 
Nun ist aber (nach III. §. 3.) 

g vfa+Dra _ ( _ r(p+ir . Jt -; y -( (J , +1) ^). 

DUTerentiiren wir daher oben beiderseits mmal nach x, so ergibt 
sich: 



dx'* 



= (-*r ^(*+ir^-* w-öH-ij/i) 



und daraus wird für r = (is und costr = * 
l l 



Man hat daher 

l 



"M--J 



/' PF'(ii.it)säsdt 



^ H ^-; [f(u)-f(o)J, 



Vi 

d. i. die oben im Texte gebrauchte Formel, 
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oder, wenn man 



<rr{Tx) 



= x 2 g>(j/x) 



und 
setzt: 






Setzen wir darin x 2 statt x , so erhalten wir folgenden Lehrsatz : 
Die beliebige Function cp{x) kann unter der Be- 
dingung jrj>a;>0 in die Reihe 

(4.) 9,(0) = B, J m (x) + Z? 2 J m (2x) + B 3 J m (3x) + • • • 
verwandelt werden, wenn nur die Coefficienten ^ver- 
mittelst der Formel 

n l 



(4a.) B n = (— £) m . n m • J Cu cosnudu ff= dt 

> der Gleich un 

m 

= x ~ 2 <p(]/x) 



und die Function f{u) aus der Gleichung 

(4.b.) rrM 

bestimmt werden. 

Nehmen wir z. B. m = 1 , so ist 

df(Vx) <p(V*) 

dx Yv 

oder, wenn darin x mit u 2 verlauscht wird 

Wir erhalten daher folgende, ebenfalls von Schlömilch bereits 
gefundene Entwickelung : 

<p(x) = B i J^(x) + B 2 J l {2x) + Ä 3 / , (3a?) H 

worin 

n i 

B n = I u cos nu du I - > 

zu nehmen, und welche gilt für rc ]> a; ^> . 



rf* 
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§. 21. Die Functionen $[ z) und ?)( S ) . 
Wir gehen von der Gleichung (III. a.), nämlich von 

aus, diflerentiiren dieselbe beiderseits. nach v und erbalten 
8t- \ " dp " / [ *' dv 

/y+» jV+m \ 

Nun leuchtet ein, dass „ --- genau in derselben Weise 

a(r^ ( V s) ) 

und v. Setzen wir daher 



aus z und v-\-m zusammengesetzt ist, wie — — 7) 2 aus z 



* JI(/' 8 ) — i?» 

oder, was dasselbe ist 

. . d(z~V,M 

(i.) *~*3w = -Sr -• 

so lautet obige Gleichung: 

3*» ( r ~~ T cv y . . \ v+m 

l 2 " dz m — = (— i) ' Z 3(11) ' 

Wir sind also durch dieses Verfahren zu einer neuen Function 
3<*j gelangt, welche sich dem Grundgesetz (III.) der Bessel'schen 
Functionen unterwirft. Es ist klar, dass wir durch wiederholtes 
Diflerentiiren der Gleichung (III. a.) nach v beliebig viele solche 
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Functionen erhalten könnten, welche mit der Function /£) die 
genannte Eigenschaft theilen. Für unsere jetzigen Zwecke genügt 
es aber, bei der einmaligen Differentiation stehen zu bleiben. 

Wenden wir dasselbe Verfahren auf die Gleichung (IV. a.), 
nämlich auf 



a OT (* 2 ■'(Vi-)) 

an, so finden wir 



= (F • * « J[VT) 



dz m \ dv " J ~ ™ ' dv 



(1. h., wenn wir 



„f*. _»(*"'?"=t) 

- ¥)(KF) — fr 



oder, was dasselbe ist 
setzen : 



v — m 

v — »i 



(4.) d!*JjV>) = (r . ,-r-D^ 

Wir sind sonach zu einer zweiten Function $£) gelangt, welche 
mit der Bessel'schen Function Jf z) die Eigenschaft (IV.) gemein hat. 
Um die Functionen 3co und ?)u) durch bestimmte Integrale 
ausgedruckt zu erhalten, braucht man nur die Gleichungen (1.) 
und (3.) auf die Definition (I.) der Function J x {z) anzuwenden. Man 
erhält zunächst 

n 

z ~ V %i*) = h/~ Zi-[~i /cos(zcoscö)sin 2, 'G)</cöl 


n 

= — : | / cos («cos©) sin 2 " ca • log sin 2 ra . da 

Vn I 2'' r,v + {)J J ° 

o 

n 
+ /- ( ~ — — i / cos (z cos co) sin 2 *« . d(o\ . „ 



Darin ist 



._**_ 
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T* ("2 ; r>+i)) = ~~ jT(»+« VWif + ,og2 /. 

oder, wenn wir die Gauss 'sehe Bezeichnung 
einrühren: 



J \v haben demnach 

~*3(*) = t/=~ v " I /cos(zcosc>) sin 2 *cölogsin 2 ra. dm 





7t 



— GH" — i) + ' n 8 2 ) / cos (z cos co) sin 2> co . tfco| 
oder endlich, wenn man beiderseits mit z v multiplicirt: 

7t 

(5.) 3u) = -,-;- ,r I ( *os (* cos w) sin 2r w . log sin 2 co . d m 

Auf dieselbe Weise findet man 

ü 

2v * 

= * ., | / cos (« cos«) sin 2r co . d(o\ 

M V /? 

+ 77^ • — / cos (z cos co) sin 2 * n.dto 

^ Vn 2 v r(v+l)J K } 

o 

= r— — \ I cos(rcosa>)sin 2, (».logz 2 sin 2 (».rf« 



7t 

— (i)j(v — ■£) -)- log 2) I cos (zcosco)sin 2r a> .rf co| 






80 Zweiter Abschnitt. 

oder, wenn noch beiderseits mit z~ v multiplicirt worden ist: 

n 

(6.) 9)£i = -p= — / cos(zcosß>)sin 2v ra.Iogz 2 sin 2 G>.dß> 

u 

- (*(*-*) + log 8)/«. 
Diese beiden Gleichungen (5.) und (6.) gelten für jedes v > — ^. 
Zieht man die 5. Gleichung von der 6. ab, so ergibt sich 
zwischen den Functionen 3* 8) un d ?)£) der Zusammenhang: 

(7-) 9w-3w = 2 log ^. 4). 

Schreibt man in dieser Gleichung wieder ]/~z stall z , multiplicirt 

zuerst mit z 2 , dann mit z 2 , und differentiirt romal nach z, so 
erhält man 

Öz oz 

Eliminirt man mittelst der Gleichung (7.) aus der ersten dieser 
Formeln yf~", aus der zweiten % v+m , so folgt 

(8) r&jfe£ = wJT-tfft + (r .ogz./iv t Vr) 
_ a M (iogrz.^ ( V7)) ( 

"dz™ 



(9-) " !! ( - = (-*)" •* 2 ?)(7v)-(-i)-iog*.z" * / ( 7t) 






^(logz.z 2^T)) 

+ " " dz m 

Von den Functionen $£) und SQ\ t ) genügt also jede nur einem 
der beiden Gesetze (III.) und (IV.), woraus wir sofort den Schluss 
ziehen können, dass die Reductionsformel (II.) für keine von 
beiden gelten wird. 

Die den Functionen 3[z) un d ?)(*) zugehörigen Rcductionsfor- 
meln erhält man aber unmittelbar, wenn man die Gleichung 
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T v 2(r— 1) T v— l T v— 2 

•Ms) = J (*) — J W 

zuerst mit z~ v , dann mit z v mulliplicirt und beidemal nacli v 
diflerentiirt. Es ergibt sich so: 

(10.) 3J) = ^ 3&* - SS* + | -C 1 . 

(HO Ob = -^ tfö 1 - 8K* + -f JJT • 

Es hat keine Schwierigkeit, die in den Formeln "(8.) und (9.) 
noch vorkommenden mten Diflerentialquotienten in Gestalt von 
endlichen nach Bessel'schen Functionen und negativen Potenzen 
von z geordneten Reihen herzustellen. Man ßndet nämlich 

srfaz.z-Tjfa) ^ y, J ^-i yiogx yn-P^- tj^) 

dz m ^ P l ' dz p dz m ~ p 

oder, wenn man, um von der Summe zur Rechten das erste Glied 
abzutrennen, zuerst p = , dann p -f- 1 statt p setzt: 



+ 2 



dJ . -(-«".log«.« • Jfö 



(p+i)' dzr +1 g.m-v-i 

Nun ist aber 



ferner 



$ z m —p— 1 

Folglich hat man 

(12) H o.^-h^ j _ ( _ r ^ z _ ^^ 



2 



Ebenso leicht ergibt sich 

Lommel, Besspl'schc Functionen. 
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„3., rtejg'kl-v.*,. ."^ 

4- UV" 'V ( l\ p 9** 1 • m • {VT) • 

Z 2 

§. 22. Die Function Z(! } . 

Die beiden letzten Formeln des vorhergebenden Paragraphen 
treffen für v = in der folgenden zusammen: 

«_l.ii i *n—p-^\ 

— i— « -^ 2 ~7+T" "~_+i_±i 

Wir setzen nun 

(2.) i5, = log ..^-i^ 2 ^- V+l - • 7^* 

so dass 

(2.a.) 4, = log*./ ( °„ 

ist; dann lautet obige Gleichung in dieser neuen Bezeichnungs- 
weise ganz einfach 

(3.) ^ = (-i)^"""^7)/ 

Differentiiren wir diese Formel noch wmal nach z, so ergibt sich 

o / __ ™ *» \ 

d"+" L\V7 ) = /_ ix- . ?>_ * IAVTV 

oder, weil nach (3.) 

— ^s+s — — (— ■*) • 2 x CO 

ist: 

Wir haben demnach eine neue Function, die durch Gleichung (2.) 
definirte Function Z£), gefunden, welche dem Grundgesetz (III.) 
der Bessel'schen Functionen genügt. 



* 's 
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Eine der Gleichung (II. §. 1.) analoge Reductionsformel ergibt 
sich auf folgendem Wege. 

Addirt man die beiden Gleichungen 

Z(„ = log z /<„ — ± ^ 2 ^-j --^ . 

Z<„ = logz/ (z) -*^2 ■-— +i ^+r • 

so erhält man, mit Rücksicht auf die Gleichung 



vorerst, und indem man der Kurze wegen bei den L und / das 
Argument z zu schreiben unterlässt 

z «-i + L n+l = 2m log ^ jm 

-* 2*"' -^^ *•->-*■■& 

_ ± V tf* 1 (>"+i) y+11 " 1 J m ~ p 

Nun sondern wir von jeder der beiden letzteren Summen die An- 
fangsglieder, welche re9p. + t ^—- J m und — ^±- j m sind, 

und zusammen — — / geben, ab und fassen dann beide, nach- 
dem p durch p-\-l ersetzt worden, in eine zusammen, welche, da 

"+ä — p+— = "T^T- L^-^- 1 ) (m-p-2)-m(m+l)J 

_ — (m — l) pl - 1 (2 m— p — 1) 
ist, wie folgt lautet: 

- * ^ *** • (— i ) p ' l ~' 1 (2«-p-i) • ^£ • 

Diese Summe hat man nun noch mit der ersten zu vereinigen. 
Es ist aber 



( m _ i)Pl-i 

I " *»» — u* , ^ 



_ <5ry!!± [(»_{,+!,)■ + (j»^( J , + i,) , + i,] 



~4F¥T1 
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Wir haben also schliesslich 

L m ' 1 + L m+1 = -, log z J m — 



z 



oder 

/K . 2 m T m T m — 1 I 7-m-H i ^ r m 

(5.) — X( S ) = Hz) + /<(*) + — ./(*) 

oder auch 

/* -n 7 w* 2 (»1—1) T m— 1 ,»— 2 2 r m 

(5. a*.) X (2 ) = — - — Hz) — L (z) — — J (z) • 



§. 23. Die Besser sehe Function zweiter Art Y {z) . 

Wir nennen jede Function eine Bessel'sche, welche, an 
die Stelle der / gesetzt, zweien von den drei Grundgleichungen 
(II., III. und IV.) Genüge leistet. Sie unterwirft sich dann jedes- 
mal auch der dritten , welche eine einfache Consequenz der heiden 
anderen ist, und ausserdem allen Relationen, welche im ersten 
Abschnitt für die Function /, die Bessel'sche Function erster 
Art. bloss aus jenen Grundgleichungen abgeleitet worden sind. 
Eine neue Function mit den genannten Eigenschaften, eine Bes- 
sel'sche Function zweiter Art, erhalten wir nun durch Ad- 
dition der Functionen 3™> und Z"). Addirt man nämlich zur 
Gleichung (10. §. 21.), nachdem man in ihr das beliebig reelle v 
durch das positiv ganze m ersetzt hat, d. h. also zur Gleichung 

c^m 2(m — 1) ci.m—1 cv«— 2 ■ 2 T m—l 

3<s) = Z Ä:J — *$(*) + ~ J iz) > 

die letzte Gleichung des vorhergehenden Paragraphen, nämlich 



T m 2 (tri — 1) _»*— 1 r iw— 2 
Hz) = z L (z) Hz) 


2 T m-\ 


so ergibt sich 




St«) + h*) = z \3k*) + hz) ) — 


(Sr 



+ 4T) . 

welche keine andere als die Gleichung (II.) ist, mit dem Unter- 
schied, dass die Summe 3 m + L m an der Stelle von J m steht. 
Setzt man ferner in Gleichung (2. §. 21.) m statt v und n 
statt m, und addirt die so erhaltene Gleichung 



r^I&ä.^ ,--?&> 
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zur Gleichung (4.) des vorli ergehenden Paragraphen, nämlich zu 



. di±*2)_ ( _ rr =T= iK) , 

so folgt * 

£ [rSajfo + zfa)] - (-*}■ . r^öfö+ifo) 

und man erkennt, dass die Summe 3"' -f- L m auch dem zweiten 
Grundgesetz (III.) sich fugt. Nach unserer Auffassung muss daher 
die Summe 3"" + L m e * ne Bessel'sche Function, und zwar zum 
Unterschied von der im ersten Abschnitt betrachteten Function /, 
eine ßessel'sche Function zweiter Art genannt werden. 

Sowie es eine Function L m gibt, welche zu 3f hinzugefügt, 
eine Bessel'sche Function hervorbringt, so wird es auch noch eine 
Function A m geben müssen, welche mit 2) w zusammengenommen 
ebenfalls eine Bessefsche Function erzeugt. Wir können dieses 
Verhalten dadurch ausdrucken, dass wir sagen, L m sei zu 3™, 
A m zu 5} m complementär. Aus Gleichung (7. §. 21.) erkennt 
man aber sogleich, dass die zu $ m complementäre Function 

A™ z) = Z£) — 2 log 2 /£) 
öder 

^--, »4-11—1 tm—p—1 

jz> = - hg« jj:, - * 2 2P+1 • "Cfr • '>h 

sein wird, und dass für sie die Gleichungen 

jm 2 0»— 1) An-1 v<— 2 2 ,m— 1 

A {2) = - - — A {t) — A U) — — J iz) 



m — n 



und 

gellen. Die Summe $ m -f- d* ist dann ebenfalls eine Bessel'sche 
Function und zwar mit 3'" + ^ ' vollkommen identisch. 

Da die Grundgleichungen (II., III. und IV.) hinsichtlich der 
Functionen J m und 3'" + L m linearer Natur sind , so werden ihnen 
nicht nur diese Functionen an und für sich, sondern ebensogut 
auch die Function 

« J& + * (35) + 4")) 

Genüge leisten, wo unter a und b beliebige von z unabhängige 
Grössen zu denken sind. Durch Hinzufügung des Gliedes a J't) 



-VW 
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wird in den von uns aufgestellten Begriff der Bessel'schen Func- 
tion zweiter Art nichts Neues und Fremdartiges hineingetragen, 
und wir können daher, solange b nicht Null ist, vorstehenden 
Ausdruck als die allgemeinste Form der Besserschen Function 
zweiter Art betrachten. Wir können ferner durch zweckmässige 
Bestimmung der Constanten a und b unserer Function eine mög- 
lichst einfache Gestalt geben und diese sodann als Typus der 
Besserschen Functionen zweiter Art hinstellen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke, und nament^ßh um die in 
3(i) vorkommende Function ty (m — ^) wegzubringen, 6 = 1 und 
a = i\; (m — ■$ -\-\og2, so erhalten wir als einfachsten Ausdruck 
für die B.essersche Function zweiter Art 

n 

(La.) J£) = ^|2 l cos (z cos©) . sin 2m a> log sin 2 co .da 

o 

oder auch 

(Iß.) Iß - £5, + Zg) , 

worin 



'(2) 



(i.y.) 



K™) = — ^j2 / cos -(z cos w) sin 2 " 1 «log sin 2 (ö. dm 



m /. 



p+1 



2 P+i m*"^' ^ 



ist. Diese Formeln, weniger allgemein, als die für die Bessel'- 
sche Function erster Art gegebenen, gelten nur für positiv 
ganze Werthe von m, die Null mit inbegriffen. 

Setzen wir z. B. m = 0, so gewinnt der Ausdruck für l\ z) 
folgende einfache Gestalt 



". - if 



(1.6.) y\ Z ) = — / cos (z cos m) log (z sin 2 co) . da> . 

Wir bemerken hiezu noch, dass die hier eingeführte Function 
K&) mit 3(J) die in den Gleichungen 

„m 2(»l— 1) r .»i— 1 Trtn-2 • 2 T m— 1 

*(*) = — i^ — JT (2) + — J {z) 

und 



"* s *sr*^r 
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a n (z >*(Vt)) , n « -^«r-t^ 



ausgesprochenen Eigenschaften theilt. 

Endlich mögen noch die wichtigeren derjenigen Formeln, 
welche für Y m wie für J m in gleicher Weise gelten, hier eine Zu- 
sammenstellung finden. 

(U.a.) — Y(z) = F (z) — r (r) 



(in.) 



a«" 



(IV ., rfe^.ar,",^ 

OZ 



dz 2m v / 2 : 

Tz 

dt 






d Y(z) m n ^7 / ~f n Pi v ,n- 



"I- 1 *f* 



2w* ^( r (%) 2 



*w" = (-1)" Pw 



(vi.) (*+*) .7fo 3) _2(- i - i ) r -£ii* 2 '(^> 



J: /i/-r\ 



(VII.) ( x +h)> Y(vr+ A ) = ^ ^ *" 2 y "^> 



v r-v-*** 
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§. 24. Entwickelung von 3£) und K'" z) nach Potenzen 

von z. 

Nach Formel (VIII.) des §. 5. ist 

also 

Wir differentiiren hier beiderseits nach v, nach Anleitung der 
Gleichung (1. §.21.), welche die Definition von 3(*) ausspricht, 
und erhalten 

Darin ist 

■*_ ( i \ = i ( d^nv+p+D \ 

= -L— (V (v+p) + log 2^j . 

Wir haben demnach 

* - - 2 (-iir • 2 ,„^C + ,, + „ (♦ <-+* + * 2 ) 

oder 

a„ - - /(„ . log2 - 2 (- 1 ) • jä^ r( , +|l+1) ' 

Die Reihe zur Rechten convergirt für jeden Werth von z. 
Denn der absolute Werth des Quotienten des (/? + 2) len durch das 
vorhergehende Glied, d. L: 

z % 1> (v+P + l) 

(2p + 2)(2v + 2p + 2J ' tf(*+p) 

nähert sich bei wachsendem p, was immer auch z sein mag, der 
Grenze Null. Da nämlich 

* (V+P + 1 ) — * (v+p) + ^ ' 
also 






1 



ist, so nähert sich -—-r^r-r-A wenn p zunimmt, dem Grenz- 

il>{v-+-p) 

werthe 1. 
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Aus obiger Formel für J* Z ) erhält man sofort diejenige für 
K™), wenn man, nachdem v durch das positiv ganze m ersetzt 
ist, beiderseits (\j>(m — £) -f- log 2) J'£) addirt. Zerlegt man gleich- 
zeitig ty[m-\-p) nach der Gleichung 

1»(»+p) = *(») + ^ + £* + --- + £j,' 

so findet man 

K$) = (*(w— i) — *(m)) J"z) 

Nun ist 

*(»*— i) — *(»») = 2 i//(2iw) — 2 ^(w) — 2 log 2 
oder, da 

l 



*M -*■(<>) + 1 + 1 + 4 + 



+ 



♦ (— i) - «») -afc^ + =Ti + --- + L)- 21 ^ 2 



= 2 2j -TlTX 2 lo S 2 



Wir haben also endlich 
(VIII.«.) iE, = | 2 



...) .^ = (/2^-2^ 



/(«) 



+ 2 



«+2H-2 



l A J iH-ii»owH 



2 H-i|2 2 m +H-i|2^ m+l+r/ 



und speciell für m = und m = 1 



(VIII. 0.) 



iß, == - 2 log 2 . y| 



(%+2 T [(- l ) p 



z 2H-2 



' 1 
1+7 



KU = (l-2iog2)4) + ^'[(-^•^Wi^^Hv 

Die nämlichen Resultate hätte man auch, allerdings mit grösserer 
Muhe, gefunden, indem man in der Formel* 



2 = und h = z 2 gesetzt und sodann in 






•■'X 
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den Ausdruck 

(Sf'L = ^■2^. 1 r(, +P+ l) / Sin ^ P<0 ' l0g8in2w - d< ° 
-(t(v+P-i)+log2) • - ^. a ^r (y+>+4) ^ w -^ 

unmittelbar durch Integration bestimmt hätte. 



§. 25. Verschiedene Reihen. 

Um für die Bessel'sche Function zweiter Art Reihenentwicke- 
lungen zu bekommen, die denen des §. 9. analog sind, setzen 
wir in Gleichung (VII. §. 23.) h = — z , und erhalten zunächst 

Nun ist aber 

z t* 

z m Y{") = Tg I cos (zcosa>)sin 2m cologsin 2 © . da 

+ z-io g z./ ( : ) -i2 2 ^ 1 -^^^ 1 ^r^ 1 . 

Setzt man darin z = 0, so verschwindet, unter der Voraussetzung, 
dass m > 1 ist, zur Rechten Alles, mit Ausnahme des letzten 
Gliedes der Summe 2J , in welchem p = rn — 1 ist. Man hat 
daher 

(*" Y ")\=o = - 2W " 1 (m- 1)! = - 2 m - 112 . 
Dieser Werth werde oben eingesetzt, gleichzeitig z 2 statj z und 
m-\-l statt m (um der Bedingung tn > 1 zu genügen) geschrieben 
und endlich noch beiderseits mit z ,n + l dividirt, so kommt 

Unterwirft man diese Gleichung derselben Reihenfolge von Ope- 
rationen , welche in §. 9. mit der entsprechenden Gleichung (4.) 
vorgenommen wurden, so gelangt man zu der Formel 
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n+l+p 



p=zm 



m — p 



*+l 



d. h. specialisirt 

_L yo j _ z2 _ yi _i ?!__ 72 1 . . 

2*2-4 ^ 2.4.6 ■ 

= -+ r 1 

2.4 ^2-4-6 '2.4.68 ~ 



(1.«.) 



Al£ VI V2 



2-4-6 ~ 2-4-6-8 ' 



2.4-6-8. 10 



Y* + 



Ai 4_ Jl_ ri iL v2 1 73 



Und lässt man diesen Gleichungen wieder dieselbe Behandlung 
angedeihen, welche im §. 7. an der analogen Gruppe geübt wurde, 
so findet man 



(2.) 



F 1 



VI z** 1 



Si 2 H-l|2 

2H-212 



y f> L 



^=2 J 



f* — 4- — 



F3 _ y (p+i) 211 jl^ F * _ _l 

<Zj 2! al4«l» 2-4 



2-4 



F4 _ y (P+i) 3|i X^_ yP *« L_ 24 _A_ 4 6 

^J 3! ©i>+M 2-4-6 2-4 2s» z 4 



Jede dieser Gleichungen ergibt sich durch Differentiation der Vor- 
hergehenden, indem man in dieser j/~z statt z setzt, beiderseits 

m+l 

mit z 3 multiplicirt (unter w + 1 den Index von F zur 
Linken in der fraglichen Gleichung verstanden) und dann zur 
Linken die Grundgleichung (III.) , zur Rechten unter dem Summen- 
zeichen aber (IV.) anwendet. Durch diese Gruppe von Formeln 
kann also jede Bessel'sche Function zweiter Art, von F 1 an, durch 
alle übrigen und durch eine rationale Function von z ausgedrückt 
werden. 



02 Zweiter Abschnitt. 

Die Gleichung (VI.) ist einer analogen Behandlung nicht fähig, 
weil z~ m F£) für z = unendlich gross wird. Wohl aber kann 
dieses Verfahren auf die Function ä£) angewendet werden, welche 
der nämlichen Gleichung (VI.) Genüge leistet. Setzen wir also in 

(z+Af *Af^, =2 H ' • 7* • Z ~^ K ^) 
h = — z, so folgt 

2 £-**-($),■ 

Zufolge Gleichung (VIII. a.) des vorausgehenden Paragraphen ist 
aber 

Setzt man diesen VVerth oben ein, schreibt auch z 2 statt z und 
multiplicirt sodann beiderseits mit z m , so bat man 

eine Formel, welche der Gleichung (3.) des §. 9. vollkommen 
analog ist. Für m = z. B. lautet dieselbe: 

(3.«.) üf° + \ X* + £ X* + ^ *» + ••• = - 2 log2 

u. s. w. f. 

Die Eintwickelung von ¥*+/,) findet man, indem man Schritt 
für Schritt den Weg verfolgt, der in §. 10. zur Entwickelung von 
/<?+/,) führte. Man erhält auf diese Weise 

(ix.«.) t£w - Jff, p£> + ^^f- 1 f^ 1 

oder auch, weil z und h mit einander zertauscht werden können: 

p.p.) f ( : +A) = r ( % j& + 2? f^ 1 ^r'- 1 

Daraus folgt für m = 

(IX. y.) T? t+h) = jfo F& - 2 4, F^ + 2 -4 T%y 
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oder auch 

(IX. d.) 4+/o = F& 7 ( ° s) - 2 YU 4) + 2 F ( 2 Ä) 4) 

-24)4) + 2i^)4) — 

Diese Formeln zeigen uns, dass Y™+h) sowohl nacli Besserschen 
Functionen erster Art als auch zweiter Art entwickelt werden kann. 

§. 26. Entwickelung von Y" l z) nach negativen Potenzen 

von z. 

Nadi §. 17, Gleichung (1.) ist 

« f ., 2*4-1 N e/ 2*-H \ V 

folglich 

+ «-■(—- ^^ (/>-£),-)}. 

Differentiirt man diese Gleichung, die Definition von 3( 2) (1. §.21.) 
beachtend, beiderseits nach v, und multiplicirt nachträglich wieder 
mit 2 V , so erhält man 

_., 2 »4-1 , 4 

+ « V 4 *; (P _^ ( _ logs+ j ÄO j 
+ F ^{.'(--r-V +ö -o + «-(- * V-0'»)} 

oder, was dasselbe ist 

&> = - log z . 4) -!«»•• ^ |«*'( i -"4 +1ä ) ( i»+ fll -) 

worin P' und ()' die nach v genommenen Ableitungen von P 
und ö bedeuten. Die hier anzuwendenden Werthe von P und Q 



**\* 
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gehen aber aus P* und Q m (Gl. 4. §. 16.) hervor, wenn man in 
diesen m durch v — ^ ersetzt; danach ist 



(i-) 



p^^i-if 



(2 y +l)**" 2 (2„-l)*'"- 2 _ J_ 
s tp{S ' z 2p 

,+l)»*«l»(a,-l)WI-» x 



g2H-2|8 .«H-S 



= i-2 r (-D i 

/) _ -V r_iv (^+i)^ 1|2 (2r-i)^ I i- g 1 

Um daraus P' und Q' zu erballen, muss zuerst 

g(2»+l) r + 1 ' 2 (2 y -l) r + 1 '- 2 

bestimmt werden. Es ist aber 

Iog(2v+l)^ 1|2 (2 V -l)'+ 11 - 2 

= !Flog(2 V +l + 2 ? ) + 2 log(2v— 1 — 2g), 

q=0 q=Q 

folglich, wenn man hier beiderseits nach v differentiirt : 

^(2,+ ir-^(2,-l)-+H -^ . (2v+1) '-+il 2 ( 2 v _ 1) ^l- 2 

GE=-r o=r 

^ 2 +5 2 



Wir erhalten sodann nach gehöriger Substitution: 



^^ ' \ j£j 2* + l + 2? 
?=0 



„2/4-2 



(20 { 



. y ^ 1 \ (2 y +l) 2 ^ 2|2 (2 y -l) 2H - 21 - 2 _1 



^ 2*-.l — 2? i 8 2H-'!8 .*H-i 

und haben sonach die Function 3(*) nacn negativen Potenzen von 
z entwickelt. 

Die entsprechende Entwickelung von Y%) selbst erhalten wir 
daraus sofort, wenn wir, nachdem v durch das positiv ganze m 
ersetzt ist, 



V 
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(^(„-i) + io g 2)/ ( : ) + z5, 

hinzuzählen. Berücksichtigen wir gleichzeitig, dass 

i{e>t(P-£Q() — er-*{P—Qi)} = — 2 (Psinf -f 0cos £) 
und 

**(/>' + ö'i) + r-»t(i>'_()'t) = 2 (i>'cosf— 0'sinf) 

ist (wo nur der Kurze wegen f stall z ^— 7r geschrieben 

wurde) , so haben wir 

(3.) Jfc = (*(— -fl + log*) /£ - i^ 2 ^ • =££ • ^ 
+ i«/ II { M n(«-!=±!«) + Ocos (r- 1 -^-) 1 

+ ^i(p'«(,-!-±i.)- fl ' lb (,-!-^.)j. 

Darin ist 

«der ♦(«•-*) = ^(0) - 2 lo 8 2 + 2(i- + 1 +...+ -i^) . 

wo tf/(0) die sogenannte Constante des Integrallogarithmen, nämlich 

1/; (0) = — 0,5772156649015328606 • • • 

ist. Statt P , Q , P' , Q' sind die bereits oben gegebenen For- 
meln, nur m statt v gesetzt, zu gebrauchen. 
Für m = ist 



2l+2? + 



— 1 — 2 q 



= 



und darum auch P' = und Q' = 0; man hat daher einfach 
(4.) F?,)-(*(P)-Iog2)^„ 



und dabei 

(4.a.) 



P = 2 { ~ 1)r 



(i^l*)* 



(l'H-H*)* i 



0o — ^ ( *) 8 2H-'I» -2H-» 
Für m = 1 dagegen hat man 



*.-vrr*&?- 
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y^O 



1 






9=0 
9 ==r-- 2 

^ 2<y + 3 
9=0 



V— L - + i — l— V-— 

^ 2*7 + 3 ' ^ 2y + 3 

y=0 9=0 



»- + -J- + .L__/y^__ 

~ 2r+l ~ 2r + 3 ^ 2? + 3 

9=0 



= _J L 

2r+l ~ 



Jr + 1 



Dann ist 

(5.) 



r<o — (*(©) + * -io g 2)// :) - 



•^ 



— i « ^|i { p t cos ( 2 ~ i") — öi sin (' - i*)} 

+ /fz {*>' Sln (*-**)+ ft' COS (* - i *)} 



und dabei 



o.a. 



= i + 2 ( "- ,) ' b! 



32/4-212^^-11^ 



oi = 2 ( - 1)P 



/> t'= 2 2 ( " 1) '' 



8 2p+2|8 
3 2p+l|2 j2p|2 j 

~g»£HJiT~ ' 2 2^Fi 

8p+8 32^112^112 



2H-2 



4p + 3 g 2;? + 2 ^ 

, 8p+_4 3 2 "' 2 l 2 *»' 2 



1 

2 _ 2H-2 



_1_ 

.2/H-i 



Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich , für einigermassen grosse z, 
die Werthe von T° und Y 1 und mittelst der Formel (3.) über- 
haupt die Werthe von r£ } bequem berechnen. 

Die vorkommenden unendlichen Reihen gehören, wie die- 
jenigen des §. 17., zur Classe der halbconvergenten. 

Bei stets wachsendem z nähern sich die Werthe der Reihen 
Q, P' und Q' der Grenze 0, derjenige der Reihe P aber der 
Grenze 1; auch die Glieder der in dem Ausdrucke (3.) für F£> 
vorkommenden endlichen Reihe 



*2 



2 »+i 



P+l 



m-p—l 



gehen, wie man sich leicht fiberzeugen wird, bei wachsendem z 
gegen Null. Da nun ferner, wenn man die Gleichungen (11. §. 17.) 
in eine zusammenfasst 



.-Jtt. 
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ist, so hat man für ein äusserst grosses z: 

(6.) FS) = /± {(♦ (m-i) + log 2) cos (* - *^h! n) 

+ 4- ;r sin ^_*?±! Ä J}. 

Aus dieser Gleichung lässt sich erkennen, dass die Differerenz 
zweier aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gleichung Y™) — sich 
der Grenze % nähert, wenn z stets zunimmt. 



Lommel, Bessel'sche Functionen. 



Dritter Abschnitt. 

Lineare Differentialgleichungen, welche durch Bessel'- 
sche Functionen integrirt werden. 



§. 27. Aufsuchung einer Function y von z derart, dass 






Die zu Ende des §. 4. abgeleitete Formel 

welche auch für Bessel'sche Functionen zweiter Art giltig bleibt, 
zeigt uns, dass es möglich ist, durch wiederholte Differentiation 
eines Ausdrucks, der eine Bessel'sche Function enthält, zu einem 
Ausdruck zu gelangen, der genau dieselbe Bessel'sche Function 
enthält. Es liegt nach dieser Bemerkung nahe, zu untersuchen, 
welche Function y von z man statt z in J^VT) einzusetzen habe, 
damit man durch wiederholte Differentiation wieder auf die näm- 
liche Function f zurückkomme. 

Wir beschränken uns bei dieser Untersuchung auf 2 malige 

V 

Differentiation des Ausdrucks z m y 2 /(^7) nach z und erhalten 
mit Anwendung der Grundformel (HI.) zunächst: 

v 

+ mz m ~ l y 2 J(f/y) 
und nochmals differentiirend : 



••_-^uä 



TPT 
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— -£- v 



-f m (m — 1) z m ~ 2 y 2 J{VJ) 
Nun ist aber nach (IL): 






folglich , wenn man diesen Werth in die vorige Gleichung einsetzt : 

$'-{-1 t' 

— m *— » y~~J(tl) ■ |* + m(m - 1) s— * y~ r /fo) . 
Man hat demnach 



(i.) 



s 



* 



- [«(«-1) «— - g 0-') 2 ] • y ■-*■ . j{Vy) , 



wenn man nur y als Function von 2 aus der Differentialgleichung 

bestimmt hat. 

In dieser Differentialgleichung, welche vereinfacht so lautet: 

setzen wir zunächst 

d y d 2 y 

wi = uy d*-"»- 

Sie geht dann ober in 

zv — (v-f- 1) ZU 2 -f- 2 WM == 
und liefert 

v = (v+l)«» — 2m iL, 

während 

7* 



fü _ v „« + 2»-?- =0 



-.-v.^-^r 
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dvi du 

ist. Setzt man in letztere Gleichung uy statt ^|. so wird sie 

dz ' 

oder, nach Einfuhrung des obigen Werthes von v: 

du 

dz 

oder auch 

<W V'li + T-'-- - 

Nun setzen wir 

z*»»t* = w; und sr* = x 
und erhalten 

9m du , ~ 9m,_1 ^ 

0Z ' <7Z 

oder, durch w beiderseits dividirend 

. . . 1 du , 2m 1 dw 

i 4 *) ~u~ ' Tz ~*~ T ~ w ' dz* 

Ferner ist 

_*_i d x 
dz 
d. h. . 

v°-/ . a? dz z 

Eliminirt man nun mitteist der Gleichungen (4.) und (5.] 
JL . ^ _l *E U nd v aus der Gleichung (3.), so wird diese: 

2« OZ ' Z N 

1 dw \ zu dx ^ 

w d z * x dz 



Da aber 

und 

folglich 



_ j_ 

2m 



2m— r-1 

ZW ~ 

— = w . X v 
X 



ist, so erhält man die Gleichung 

w 

welche in der Form 



• 2m-r-l 

1 dw . — - — ex n 

U> 0Z ' <7Z 



•w? 
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2//.-y— 1 

(6.) J + * r -a* = o 

unmittelbar integrirt werden kann. Man erhält durch ihre Inte- 
gration, wenn man unter C eine willkührliche Constante versteht: 

2m-l 

- - + v-^-r *»•«=<?. 

Fuhren wir nun statt rv und x wieder u und z zurück , so erhal- 
ten wir 



u = 



oder, weil 
ist: 


d_y 
y 

, in 


C 9 V f r" 2w+1 
2m — 1 

1 dy 
y dz 




c ^ . -2m4-l 


Diese Gleichung 


C 2»i-l * 

itegrirt, gibt 



wo if eine zweite willkührliche Constante bedeutet. Setzt man 

CK = a und — =^- — - = b , 

2m — 1 

so dass jetzt a und b die beiden willköhrlichen Constanten vor- 
stellen, so hat man endlich 

(7.) y = (fl+Ä«-****)". 

Substituirt man nun diese Function statt y in obige Gleichung (1.), 

so erhält man 

(8.) ~ \z m {a + b r-2m+l) F /r ( a _j_ j, *-*~H)~ *J 

, o 1 2 -ÜTt 1 ! 

= \m{m-l)z»'- 2 -b 2 (±'\~f) *-*"(a + 6*-»~H) * '} 
— — L 

Zu der nämlichen Gleichung würde man gelangen, wenn man 
unter Anwendung von Formel (IV.) den Ausdruck 

K* OT yMW)) 

0z« 

auf analoge Weise behandeln würde. 
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Setzt man in (8.) a = , b = 1 , so erhält man specieller 



i/o l\2 OT (H-2)— (2y+l) ) _ / 2w— 1\ 

m ( m _l) z «-2-^^ij 2 * \r->*.]/z.r\z ** ) 

und daraus wieder noch specieller für m = 0.: 



_ 2 $4-1 

(io.) a -^-^ 

und für m = 1 : 



dl.) * 



Art f««At r z J 1? / 



dz % (2»y 



§. 28. Fortsetzung. 



Wenn w = ^ gesetzt wird , so liefert der für y gefundene 
Ausdruck: y = Const., ein bloss parücMläres Integral der zu in- 
tegrirenden Differentialgleichung. Behandelt man aber in diesem 
Falle die Gleichung 

(io "B-f-MJdS' + '-Ü-* 

ganz wie oben, so erhält man zwischen rv und x die Gleichung 

W ' x 



-jr + logx-C 



woraus sofort 

hervorgeht. Da nun 

w = zu x = z~ 
ist, so folgt weiter 

d. i. 
oder 



1 

zu 




C + v log * , 






l 

z 




C -\- v log z 


Vv — 




dz 

z 


y 


C+ntog*' 
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woraus sofort 

log y = — ^ log K (C -f v log z) 

oder 

— L 
(2.) y = {a + blogz) * 

folgt, wo jetzt a und b die beiden wiltkührlicben Constanten sind. 
Dann ist weiter 

ll = ~ £(« + » ,0 » *) '"** 
und 

2v-f-l 



Substituirt man diesen Werlli nebst dem obigen Werthe von y 
in die Gleichung (1.) des vorhergehenden Paragraphen, so hat 
man: 

(3.) g (J> + Mogz)* J v (a + b log*)" "*) 

Setzt man darin speciell v = — £ , so wird sie : 
H ()/z(a + blogz) /"*(«+* log*)) 

, (1 + 46«) ^<-+*- ,?i *J /^(a + Mogz) 

oder, weil nach §. 4.: 

■fo* — Vlz ' cos z 
ist: 

(4) MVJ.coya+blo**)) = _ 1±4Ü . /a . c09(a + Mog2) . 

Für v = werden sämmtliche bisher gegebenen Integrale 
unserer Differentialgleichung (2.) des vorigen Paragraphen unzu- 
lässig. Alsdann aber wird dieselbe 

und man erhält zwischen u und z die ohne Weiteres integrable 
Gleichung 



woraus sofort 



du . n dz ~ 
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u = Cz~ 2 f> 

hervorgeht. Dann ist ferner 

^ = Cz-*fidz, 

y 
folglich 

oder 

.(6.) y = Ke"^^ 1 , 

wo üf und k die willkührlichen Constanten sind. Man erhält nun, 

wenn man k = log a und K^ = b setzt: 

... a'G^M*-*"-*)) 

V-> dz* 

Speciell ergibt sich für 6=1 und p = 0, und wenn a 2 statt a 
gesetzt wird: 

(8.) ^f!l == _(iog«)^^ / o (a , ) 

und ebenso für 6=1 und (i = 1 : 

(9) ^^__Q^.,..,.(.±). 

Sämmtliche in diesem und dem vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Gleichungen gelten, wenn v Null oder positiv ganz ist, nicht nur 
für J m , sondern ebenso gut auch für die Bessel'sche Function 
zweiter Art IT. 

§. 29. Die Bessel'sche Differentialgleichung. 
Zufolge Gleichung (3. §. 2.) ist 

DilFerentiirt man diese Gleichung nochmals nach z , so erhält man 

d 2 J(z) v_ dJ(z) v jV dJ(z) 

dz 2 ~ z dz z* J( & ~ dz 

oder, wenn man auf die hier vorkommenden ersten Differential- 
quotienten die Gleichung (1.) anwendet: 
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3*J(z) V 2 fV V T v+1 V T v V + l r v+l_l r*+2 
-faT = Tt J{z) — - J(z) — ^ J{z) — J{z) -J- ■>(*) - 

Addirt man zu letzterer die mit z dividirte Gleichung (1.) , nämlich 
1 dJ(z) v T v 1 T H-l 

- ~^r = * hz) - t M > 
so kommt 

(Pjlz) , 1 3J(z) V % T * 2(* + l) ,*+l I rV+2 

Nach (II.) ist aber 

J{z) J(z) = J(z) , 

folglich lautet obige Gleichung 

(2.) iF + y-^-Ti 1 - ?; 'w - ° 

und druckt in dieser Form eine Beziehung aus, welche zwischen 
jeder Bessel'schen Function und ihren beiden ersten Differential- 
quotienten stattfindet. Setzen wir nun in dieser Gleichung J( Z) =y t 
so wird sie 

<w ' g + fS + fr-S)»- ' 

• und ist keine andere als die Bessel'sche Differentialglei- 
chung, jedoch insofern verallgemeinert, als wir unter 
v jede beliebige reelle Zahl, also nicht bloss positive 
ganze Zahlen, verstehen. 

Ein particuläres Integral derselben ist nun 

y = J{z) 
und da die Gleichung (3.) ungeändert bleibt, wenn wir — v stall 
v setzen, so ist auch 

y = J& 
ein particuläres Integral. 

Die vollständige Lösung der Bessel'schen Differen- 
tialgleichung lautet demnach (im Allgemeinen): 

(4.) y = Ä J£, + B / ( ;y , 

wo A und B die zwei willkührlichen Constanten vorstellen. 

Die Gleichung (4.) liefert so lange das vollständige Integral 
unserer Differentialgleichung, als v nicht positiv oder negativ ganz 
oder Null ist. Ist nämlich v ganz und zwar ==n, so reducirt 
sich, weil in diesem Falle 




(9.) AJ^ + BY?*)- 
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(8.) A /& + B J£ = " C0 V + f,8inZ 

mV* 

und für ein ganzes v und ein äusserst grosses z 

a cos z + ß sin z 

Wir ersehen daraus, dass für äusserst grosse Werthe von z die 
Bessel'scbe Function sowohl erster als zweiter Art durch die Form 

a cos z + fi sin z 

VT 

darstellbar ist, was uns übrigens durch die Gleichungen (11. §. 17.) 
und (6. §. 26.) bereits bekannt ist. 

Schliesslich sei es noch gestattet, die hier ganz allgemein 
gelehrte Integration der Besserschen Differentialgleichung in einigen 
speciellen Fällen durchzuführen, namentlich um den dabei vor- 
kommenden Gebrauch unserer Formel (V. §. 4.) zu zeigen. 

Es sei zuerst v = \, so liefert die Gleichung (4.) sofort das 
vollständige Integral 

y = ^4) + BJ^f. 
Aus V. aber folgt, wenn daselbst v = — \ und m = 2 gesetzt 
wird: 

J(z) = /<5 — — J{z) — J^ä J{z) . 

Demnach ist 

(io.) y = a4>+ b(j$ -|4»- A4») 

die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

<»•> ö + l-H + ["-(Ö1-»— ■ 

Ferner sei, um ein sehr einfaches Beispiel zu wählen, v = \, 
das vollständige Integral sonach 

y = AJ& + B /ü*. 
so ist gemäss (V.) für v = — \ und m = 1 

J (*) — — J (z) + — • 

Nach (§. 16.) aber ist _ 

J & = Yh. # sin * 



j4 7/2 /sinz \ 

"*> = Y itz Krr -***)' 
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folglich 



und demnach entspricht 

(12.) y = y^- z (A sin z -f B cos z) 

als vollständiges Integral der Gleichung 

Zu dem nämlichen Resultate wäre man übrigens auch gelangt, 
indem man Gebrauch gemacht hätte von der Bemerkung des §. 16. 

dass die beiden dort vorkommenden Functionen ä£j * und 

( — l) m . i?(^-i) jede für sich den Fundamentalgesetzen der Bes- 
sel'schen Functionen gehorchen. Dann muss auch jede für sich 
der Bessel'schen Differentialgleichung, welche wir aus jenen Grund- 
gesetzen abgeleitet haben, genügen, d. h. jede muss ein parti- 
culäres Integral derselben sein. Für m = aber ist 

i? ( i) = — i • T/ ^= und Ä ( i s) = — 



Ji~i K ~~ } V* 



itz 



folglich hat man für die Gleichung (13.) das vollständige Integral 

oder 

y = ^=~ ((a-f-6) cosz -f- (a — b)i . sin z) 
V 2n z 

oder endlich, wenn man (a — b)i=2A , a-\-b = 2B setzt: 

y = 1/ — [A sin z + B cos z) , 

V nz 

genau wie oben. 

§. 30. Die Gleichung z|^f + ö|f + ±y = ° • 

Wir gehen aus von der Gleichung 

*4-2 2(v + l) r H-i * 

_r-f-2 

und multipliciren dieselbe beiderseits mit z 2 . Dann heisst sie 

-^t 2 H-2 2(v4-V\ — ^ H-i 1 — -?- v 



>?-ajFr: 
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und kann jetzt, weil 

und 

ist, auch in folgender Form geschrieben werden: 

Mullipliciren wir dagegen die Gleichung 

v 

mit z 2 , so dass sie die Form 

— Izl _i v z: 2 _2 

z» / ( Vj) = 2 (v— 1) z 2 J(V 2 ) — s • z 2 ~JV'i) 

annimmt, und berücksichtigen, dass 

und 

ist, so erhalten wir 

(2). * • — a/ 1 ' - (*-D "S4 J + * J W = ° • 

V 

Setzen wir nun in (1.) z 2 J{Vz) = y und v -|- 1 =s= a, so er- 
halten wir die Differentialgleichung 

(3.) ,g + - .|j + i|f .o 

sammt ihrem particulären Integral 



Setzen wir ebenso in (2.) z 2 J(kT) = y und — v-\-l = a, so 
ergibt sich die nämliche Differentialgleichung (3.) nebst ihrem 
particulären Integral : 
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g— l la 
y = z 2 /(KT) . 
Wir erhalten daher das vollständige Integral der obigen 
Differentialgleichung in folgender Gestalt 

(4.) y = z~ T {a /(kt) + B jfä) 

so lange a gebrochen ist. Ist dagegen a Null oder positiv 
oder negativ ganz, so reducirt sich aus bekannten Gründen vor- 
stehende Lösung auf eine blos particuläre. Alsdann tritt aber, 
wie bei der Bessel'schen Gleichung, die Function Y m in die Bresche 
und liefert das zweite particuläre Integral 

y = z * Y{VT) , 
indem ja, bei ganzem v, die Gleichungen (1.) und (2.) für die 
Function Y m ebenso gut gelten als für J m , weil .sie nur aus 
solchen Prämissen hergeleitet wurden, die für beide Arten Bes- 
serscher Functionen in gleicher Weise stattfinden. 

Ist daher in der Differentialgleichung (3.) a eine 
ganze Zahl oder Null, so genügt ihr als vollständiges 
Integral 

(5.) y = z * \AJ(VT) + BY { V7)). 

Vertauscht man in Gleichung (3.) z mit — z, so wird sie zu 

und ihre Integrale lauten, wenn a gebrochen: 

(7.) y = z~~(AJiiyy) + W"T)) , 

dagegen, wenn a ganz oder Null ist: 

(8.) y = z~ *~(AJ$Jh) + B 7QVT)) • 

Die im gegenwärtigen Paragraphen behandelte Differentialgleichung 
bietet darum ein ganz besonderes Interesse dar, weil sich die 
Lösungen verschiedener Probleme aus der Mechanik und aus der 
theoretischen Physik auf sie zurückführen lassen. Man gelangt zu 
derselben bei Bestimmung der Wellenbewegung des Wassers in 
einem cylindrischen Gefäss von sehr grossem Radius. Denkt man 
sich ferner einen Rotationskörper längs seiner Rotationsaxe er- 
wärmt, während seine Oberfläche auf einer constanten Temperatur 
erhalten wird, so gibt die nämliche Gleichung die Vertheilung der 
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Temperatur in jedem Punkte dieses Körpers. Bei der Bestim- 
mung des durch eine unendlich weit entfernte magnetische Masse 
in einem weichen Eisencylinder inducirten Magnetismus wird man 
ebenfalls zu dieser Differentialgleichung geführt*). 

Die hier gegebenen Integrale, ebenso einfach als umfassend, 
lassen, wie ich glaube, nach keiner Richtung hin etwas zu wün- 
schen übrig. 

§. 31. Die Biccati'sche Gleichung. 

Wir machen jetzt Gebrauch von den Resultaten des §. 27., 
indem wir in Gleichung (10.) daselbst 



j/zJ v (z **) = y 



setzen. Sie wird dann zunächst 





dz 2 "t" 


z v 
{2v)* ' V 


= 





oder, wenn man z 


= px einführt: 






da? 


i 
. P v 

~ [2vy 


2v+l 
- X 


y 


= 0. 


Macht man jetzt 
i 










p~ T 


- i, 


d. h. p 




Vv)- 2 \ 


so wird sie 
und ihr genügt 


da? ' 


2r-fl 

x * . y 







y = 


= (2*r 


Y~~x ./*(2 


V X 


~2v\ 


Setzt man jetzt noch 








_ 2v+l _ 

V 


= k, 


folglich 


V 


1 

k-L*A 



und bedenkt, dass 

J(-z) = (— 1) V • J(z) 

ist, so ergibt sich 

-(ä)*V*.,-H-^ 



*) Kirchhoff, Crelle's Journ. Bd. 48. 
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und darum auch 

( 2.) ,-}'x.j ^Cv^ 

als particuläres Integral der Gleichung 

(!•) B + **» = °« 

welche keine andere, als die bekannte Riccati'sche ist. 

Verfährt man ebenso mit der Gleichung (11. §. 27.), so wird 
sie, indem man 

Y'z . /*(**) = y • 

setzt, zunächst: 

1-2* 

1 

Macht man nun wieder z=px, sodann -|-^ = 1, also p=(2vf v , 

und endlich ~~ - v = Ar, woraus v = rr — folgt, so hat man 
v /c + 2 ° 

und deshalb auch 

(3.) y = ^./^( F | 2 .^) 

als zweites particuläres Integral der Gleichung (1.). 

Das vollständige Integral der Riccati'schen Dif- 
ferentialgleichung 

lautet demnach 

(4.) y = Vx (aj£> + BJ~/ty, 

worin 

zu nehmen ist, mit der Bedingung jedoch, dass , 
eine gebrochene Zahl sei. 

Ist nämlich yrr« eine ganze Zahl, so fallen vermöge der 
Gleichung 

^r-(-i)"^) 

Lommel, Bessel'sche Functionen. 3 



] 14 Dritter Abschnitt. 

die beiden particulären Integrale (2.) und (3.) in ein einziges 
zusammen; da aber bei ganzzahligem v die Gleichungen (10.) und 
(11.) des §. 27. auch für die Bessel'sche Function zweiter Art 
stattfinden, so hat man in gegenwärtigem Falle 



(5.) 



y = j/x . y4* (j^- . x ir) 



als zweites particuläres Integral der Gleichung (1.). 

Ist demnach , v positiv oder negativ ganz, so 
genügt 



(6.) 
w o r i n 



-^■(^ + «4), 



J- « •> 



(»•) f,i + «*»-o. 



ist, als vollständiges Integral der Riccali'schen Glei- 
chung 

Pi 
dx 2 

Die Integrale (4.) und (G.) umfassen alle möglichen Fälle, mit 

Ausnahme eines einzigen, nämlich wenn k= — 2 ist. Alsdann 

aber lässt sich die Gleichung 

in welche die Riccati'sche jetzt übergeht, leicht mit Hilfe der 
Gleichung (4. §.28.), d. i. 

^(KTcosCa + Äloffs)) 1 + 4&«/- / ,,i , 
j-^- =*= - ^- y Z . COS(fl + ftIogc). 

integriren. 

Setzt man nämlich hierin 

y = ]/ z . cos(a + & log z) , 
so wird sie zu 

d*y , l+4/>* 

Fz 2 + ~4^~ * = ° ' 

worin man nur b aus der Gleichung 

4 

zu bestimmen braucht, um sie in die Form (7.) überzuführen. 
Daraus ergibt sich aber 
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und es ist demnach, wenn man x statt z schreibt 

y = j/ x . cos {a + ^ j/3 log x) 

rin particuläres Integral der Gleichung (7.). Die Grösse a ist 
darin vollkommen willkührlich ; setzen wir dieselbe zuerst =0, 
dann = £ it , so erhalten wir daraus folgende zwei speciellere 
particuläre Integrale 

y = j/ x . COS (■£ y 3 . log x) 

und 

v = j/ lT . sin {\ y$ log x) , 

welche übrigens zusammen, wie man unmittelbar einsieht, die 
obige anscheinend allgemeinere particuläre Lösung vollkommen 
ersetzen. 

Wir haben demnach als vollständiges Integral der 
Gleichung 

(7.) • ^J + „ = 

den Ausdruck 

(8.) y = y x (^cos (i/3 log*) + #sin (^/3 logar)) . 

Was nun ferner die Gleichung 

"U.a.). j£j _*»„_(> 

anlangt, so lässt sich dieselbe ganz ebenso wie (1.) aus den Glei- 
chungen (10.) und (11.) des §. 27. herleiten, mit dem einzigen 



Unterschiede, dass man bei Gleichung (10.) ^— - 2 = — 1, also 

i_ 

p = (— l) r {2v)- 2v , bei Gleichung (11.) dagegen -j^L = — 1, 

d. h. p = (— l) r (2v) 2 *, zu setzen hat. Für die Gleichung (l.a.) 
gelten alsdann die nämlichen Integrale (4.J und (6.) und unter 

den nämlichen Bedingungen, nur muss jetzt £ = z~+» x 2 & e " 

nommen werden. Wir können daher aussprechen: 

Das vollständige Integral der Riccati'schen Glei- 
chung 

(l.a.) g_** y = _ 

lautet entweder 

(4.a.) y = jrx.(jJJt + BJto**) 

8* 



"nv"? 
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oder 

(6.a.) ,/ = J.x(aJ$*+ Brfö*) , 

je nachdem _, t> eine gebrochene oder eine ganze Zahl 

ist; dabei ist 

zu nehmen. 

Hat man es mit dem Ausnahmsfall k = — 2, d. h. mit der 
Gleichung 
(7.a.l Ä 2 -f'i -- y — 



0ar 



zu thun, so braucht man nur in der Gleichung 
"■ = — 1, d. h. b = + 4 ii/ö zu setzen, um sie auf die 

4 — ■ 

Form (7.a.) zu bringen Man hat dann sogleich als particuläres 
Integral der letzteren 

y = y x cos (a + ^ i j/ 5 . log ;r) 

oder diesem äquivalent, für a = und a = — » die zwei par- 
ticulären Integrale 

.y = j/x . cos (■£ ij/ 5 . log ir) 
und 

y = j/# . sin {^i}/ b . log #) . 
Nun ist aber 

cos (\itfl log x) = g (^ Fb l0 *' v + e-i y ~* l °8^ 

und ebenso 

sin {\iVb log ar) = — ^ {ah Vb — W*) . 

Das vollständige Integral der Gleichung (7.a.) lautet 
demnach, wenn ^4 und B willkührlicheConstante sind 

(8.a.) y = AxW+f*) + BxH l ~ y *'K 

Die Gleichung 

lässt sich übrigens auch leicht direct integriren. Setzt man nämlich 
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y = *'", 
so verwandelt sich jene Gleichung in 

m{m — 1) + 1 = 0, 
welche nach m aufgelöst für das obere Zeichen 

m = l + i'*/ 3 - 
für das untere dagegen 

liefert. Für den ersten Fall sind daher in der Formel 

y = x \+\iY* = j/~^ (cos ftj/3 Joga:) + i sin [±}/3 log x)) 
und für den zweiten Fall in der Formel 

y = X \b+V*) 

zwei particuläre Integrale enthalten. Man gelangt also auf diesem 
völlig verschiedenen Wege zu den nämlichen bereits oben gege- 
benen Integralen. Wir glaubten jedoch der obigen Integrations- 
weise, weil sie mit der im allgemeinen Falle durchgeführten in orga- 
nischem Zusammenhange steht, hier den Vorzug geben zu müssen. 

Durch die gegenwärtigen Entwickelungen ist, wie ich glaube, 
die Integration der so viel behandelten Riccati'schen Differential- 
gleichung ein für allemal und zwar auf die befriedigendste Weise 
erledigt. Nur möge noch gestattet sein, den Gebrauch unserer 
Formeln an einigen einfachen Beispielen zu erläutern. 

Handelt es sich z. B. um die Integration der Gleichung 

(9.) A-£j±»-o, 

so haben wir k = \- , und das vollständige Integral lautet 

zunächst 

y = -j/x(aJ^ + BJ®*). 
Nach Gleichung (V. §.4) ist aber, wenn man daselbst m = l 
und v = — •§• setzt: 

J ® = — % + 3 * g " ' 

Wir haben demnach als vollständiges Integral der obigen Glei- 
chung den Ausdruck 

(10.) y = y'x (ä 4 + B [4- l ■ f]) , 

worin § = — x $ oder | = / • -- xi zu setzen ist, je nachdem 
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in der gegebenen Differentialgleichung das obere oder das untere 
Zeichen gilt. 

Sei ferner k = 1, also die Gleichung 

dl.) Ö ± «» - o 

zu integriren. Man erhält sofort die Lösung 
während aus (V.) 

'<*>*--'*+! 4 

resultirt. Die verlangte vollständige Lösung ist also 
(12.) y = f^ (^4 + B [4 - | . £]) , 

2 3 2 3 

wobei entweder | = — #* oder £ = **-— x* zu nehmen ist, je 

nachdem in (11.) das obere oder das untere Zeichen eintritt. 

g 
Nehmen wir k = — -^ > so finden wir als vollständiges In- 
tegral der Gleichung 

(13.) jfi t + !/ = o 

zunächst 

Wir erhalten sodann aus (V.) für m = 3 und v = — — - 

während nach den Formeln des §. 16. 
4 = }/£i ■ sin £ 

•^>-/^([p- 1 ] s " ,| -i c,,5S ) 

*-/.t ([¥-{]-• -fö- 1 ]-«) 

ist. Setzt man diese Werthe oben ein, so ergibt sich nach einigen 
einfachen Reductionen 

j s*-y^J([-j- i ]«»«+T« ta «) 
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und man hat, wenn man noch i- = 5 xi wirklich einsetzt, das 
folgende vollständige Integral der Gleichung (13.): 

(14.) y = x$ [ä ( — ~ — * s * n & x$ cos 5 x% \ 

< \L25a?* J 6x* / 

+ B ( [~— \ — ll cos 5^+-^ sin 5 xl) \ . 
\ L25a?* J 5a?* / ' 

Das Integral der Gleichung 

(15.) *l f-9 - „ _ 

findet man ganz in derselben Weise, wenn man nur zuletzt 
£ = 5io;£ setzt. Durch wenige naheliegende Umformungen nimmt 
es die Gestalt 

(16.) y = x$ \A (-?-, - 3 - + l) **** 

< \25^ 5** / 

V25J?» 5ar* / > 

an. 

Ist v-^— positiv ganz = » , folglich k == » so ge- 
nügt der Gleichung 



2 "- 1 >*. 



(17.) « '' |J + y = 

das vollständige Integral 

(18.) y = V*UJfa + BYk). 

Darin muss, wenn das obere Zeichen gilt, § = 2nx ln , für das 

i 

untere dagegen £ = 2nix 2n gesetzt werden. 

Ist endlich , r negativ ganz = — n, d. i k= — "--i-, 
so entspricht der Gleichung 

2 "±^ »t 

(19.) *-» y + y-o 

die vollständige Auflösung 

(20.) y = /xU/ ( : t) + 5lTl)), 

welche sich von der vorhergehenden nur dadurch unterscheidet, 

_ i_ i 

dass in ihr entweder § = 2/ia; 2w oder i- = 2/m# *" zu setzen 
ist, je nachdem in Gleichung (19.) das obere oder das untere 
Zeichen gilt. 



>t^:: 
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§. 32. Die Gleichungen ^ + e 2z y = und 

Es leuchtet unmittelbar ein, wie aus den Gleichungen 8. §.27. 
und (3. und 7. §. 28.) noch weitere lineare Differentialgleichungen 
von allgemeinerer Form nebst ihren Integralen hergeleitet wer- 
den könnten, von denen z. B. die Riccati'sche Gleichung nur ein 
specieller Fall wäre. Wir wollen uns jedoch darauf beschränken, 
nur noch zwei lineare Gleichungen von einfachem Bau hier an- 
zuführen, welche aus den Formeln (8. und 9. §. 28.) hervorgehen. 

Setzt man nämlich in der dortigen Formel (8.) 

so ist dieser Werth ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

g+ (loga) 2 .«**y = 0. 

Derselben Gleichung genügt aber auch 
y = r° («*) , 
weil ja die Gleichung (8.) (ebenso wie (9.)) auch für die Bessel'- 
sche Function zweiter Art richtig bleibt. Setzen wir daher der 
Einfachheit wegen a = e, unter e die Basis der natürlichen Log- 
arithmen verstanden, so entspricht der Gleichung 

(1.) g + e**y = 

das vollständige Integral 

(2.) y = AJ°(e*) + 5 7°.^) . 

Verfahren wir in analoger Weise mit der Formel (9. §. 28.), so 

erhalten wir für die Differentialgleichung 

(3.) 2 4g + c f y = 

die vollständige Auflösung 

(4.) y = z \AJ«(e^) + B F°G*)) • 



0?> 
Wir haben in §. 4. die Gleichung 



§. 33. Die Gleichung x m • |-^ + y = . 



,,, H^ =( _ ir .0 Jr ^ 



j 
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gefunden, welche auch in folgender Form geschrieben werden 
kann: 

dz 

Setzen wir darin 



(-««r- ^:r z,/ -^j\h) = o. 



z 2 J{vr) = y , 
so lautet sie auch : 

(-M-.gS-ir-O. 

und wandelt sich durch die Substitution — 4:=/?a; zunächst 
in folgende um: 

m '6 l 

Machen wir nun 



« (?)'"• 5^ -'-" 



d. Ii. 

p = i6 . yr, 

so erkennen wir, dass 



(30 *'" • hl - 2/ = 



^ = * 2 /(Ki ) 

ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

dx 2i 
ist, sofern nur z = +— \p x* genommen und p aus der Gleichung 

p = i6 y\ 

bestimmt wird. Diese Gleichung liefert aber für p m verschiedene 
Werthe. Bezeichnen wir irgend einen der m Werthe der j/T mit 
a, so liefert demnach die Formel 

m 

y = x 2 J m \2ij/ax) 
m verschiedene particuläre Integrale der Differentialgleichung (3.). 
falls statt a nach und nach die m verschiedenen Werthe von y 1 
eingesetzt werden. 

Die Gleichung (1.) gilt aber nicht bloss für die Bessel'sche 
Function eester Art, sondern ebensogut für die Bessersche Func- 
tion zweiter Art; demnach muss auch 

m 

y = x 2 Y m (2i]/ccx) 



^■^rw^m? 
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ein Ausdruck sein , der unter denselben Bedingungen wie oben 
m particuläre Integrale der Gleichung (3.) liefert. 

Das vollständige Integral der Differentialgleichung 

(30 *"b*-'- 

ist daher . 

(4.) y = x* ^ ( A p f " ^ •' VWÜ + B, 1"" (2 •• V^x)) . 

wenn unter a ,(x lt a 2 , ..., v m -i die m Wurzel wer the der 
Gleichung cc m = 1 , und unter ^ , -4,, A 2 , ..., ^ 7/ __i, # , 
J9,, B 2 , ..., 2?„,__i 2m willkuhrliche Constante verstan- 
den werden. 

Machen wir jetzt in Gleichung (2.) 

(tT = - ' 

oder 

p - 16 yCTl , 
so geht dieselbe über in 

(5-) «"f-il- + *-<>. 

welcher aus denselben Gründen wie oben die particulären Integrale 

y = x *J m (2iy]hc) 
und 

y = a; T r m (2iy^) 
genügen, sofern man unter ß irgend einen der m verschiedenen 
Werthe der y — 1 versteht. 

Demnach genügt der Differentialgleichung 

(&•) *"'^ + y = 

als vollständige Lösung der Ausdruck 

(6.) y = x* V K/ M (2f/^) + ^r"(2,-J^))", 

falls ß , /5 P ß 2 , ..., ß /n __i die m Wurzelwerthe der Glei- 
chung ß m = — 1 und 4,, i4 lf J 2 , ..., ^ m _ lf # , J9 P B 2 , .,., 
i? m _i 2m willkuhrliche Constante vorstellen. 



Anhang. 

Tafeln für die Function f? z) . 

B es sei hat seiner bereits citirteu Abhandlung „über die 
planetarischen Störungen " eine Tafel der Functionen jf Z ) und j\ z) 
beigefugt, welche für alle um 0,01 verschiedenen Werthe des Ar- 
guments die zugehörigen Functionswerthe zehnstellig angibt, und 
zwar von z = bis z = 3,20. Hansen hat neue Tafeln von 
grösserem Umfange berechnet; dieselben gehen von z = bis 
z = 20*), mit einem Incremente = 0,1 und geben die Functions- 
werthe bis auf 6 Decimalstellen, von denen die letzte bis auf eine 
Einheit verbürgt wird. Es dürfte dem Leser erwünscht sein, 
diese Tafeln, welche auch der schon mehrfach angeführten Ab- 
handlung von Sc hlö milch beigegeben sind, hier abgedruckt zu 
finden. 

Die Tafel L, welche die Werthe der Functionen J° und J x 
enthält, ward in folgender Weise berechnet. Für die erste Hälfte 
der Tafel wurden die nach steigenden, für die zweite Hälfte die 
nach fallenden Potenzen fortschreitenden Reihen (§. 6. und §. 17.) 



*) Hier muss bemerkt werden, dass Hansen für die Bessel'sche 
Function eine von der hier adoptirten abweichende Schreibweise ge- 
braucht. Bezeichnen wir die Hansen'sche Form mit dem Buchstaben I, 
so besteht zwischen ihr und der unsrigen die Relation 

A«) = J V*) und umgekehrt J( Z ) = i(^ z ) . 

In den Hansen'schen Tafeln geht daher das Argument eigentlich von 
bis 10, und das Increment beträgt 0,05. Die folgenden Tafeln ergaben 
sich daher aus den Hansen'schen durch blosse Verdoppelung des Ar- 
guments. 

Auch Schlömilch bedient sich in seiner Abhandlung der Hansen'- 
schen Bezeichnung. Uns schien es angemessener, die ursprünglich 
BesseT sehe Form beizubehalten. 
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benutzt. Jedoch wurden auf diesem Wege (mit Ausnahme des 
letzten Theiles der Tafel) nur diejenigen Functionswerthe gefun- 
den , für welche z eine gerade Zahl ist. Aus diesen ergaben sich 
mit Hilfe des Taylor'scben Lehrsatzes die zwischenliegenden. Erhält 
nämlich das Argument z den Zuwachs h, so ist 



dz 



1 "•" dz* 



h* . &>J(z) 

2M dz 3 



1 + 



) 



J(z+h) = J(z) + 

Vermöge der Formel (6. §. 3.) ist aber 

3J(z) 1 ( T m-\ r»+l\ 

TT = T V (r) — {z) ) 

C % «/(r) 1 / ,»*— 2 T tn . r «H-2 

r^«/( 2 ) 1 / ,/,_3 Q ,»1-1 , o r «/+l rW+3\ 

Man erkennt aus diesen Gleichungen, dass diese Differentialquo- 
tienten dem nämlichen Bildungsgesetz gehorchen, wie die nach m 
genommenen endlichen Differenzen zwischen je der zweiten Func- 
tion , mit dem einzigen Unterschied , dass jede dieser Differenzen 
noch mit der sovielten Potenz von 2 dividirt erscheint, als die 
jedesmalige Ordnung des Differentialquotienten angibt. Mit Ruck- 
sicht auf die Gleichung 

J (z) = l lj ■/(*) 

erhält man nun z. B. für z = 8 folgende kleine Tabelle, in wel- 
cher die successiven Differenzen mit A x , 4 2 , A^ , ... bezeich- 
net sind: 



'(8) 



+0,3375760 „ AA ^ nnr , 
-0 1053575 -° j4429335 

0+o;i716508+J 
-0,H29917.7j J J +0,2922767 
^,1053575 +J^S? +0,4352993 

6+0,3375760|+°' 4429335 ! I 



+0,4352993 
+0,2922767 
—0,5692850 



-0,1430226j _ 0718539 
—0,8615617 



+0,8615617 
+0,1430226 



U, rflöOCHJ, I 

+1,723123 + 2 » 441662 -4,883324 
-0,718539r 2 ' 441662 ! 



Bedenkt man nun, dass für die ungeraden Differenzenordnungen 
die Vorzeichen umgekehrt werden müssen, so erhält man so- 
gleich : 
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\ dz / 8 

\'dz 3 /% 
\ dz* /s 



+ 0,U23213 
— 0,1076952 
+ 0,763019 



\ dz* /s 
V dz* A 
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— 0,1423213 
+ 0,1076952 

— 0,763019 



Ebenso ergibt sich 



'<*) 



^ 



4, 



— 1,0026757 



-5 -0.1867748 

: +asss +" = +1,o ° 26767 

Daraus folgt nun 



+ 0^9950412 j + lilllil ~ 3,987799 \ 

a aa^Ai i o I — 1,990082 , i q QQ77QQ ■+■ 7, 



-0,99504 12 ' + — - 1 + 3,987799 



975598 



(#) 8 = + 0,2487603 (*$\ = 



0,2487603 



+ 0,249237 



Hat man nun auf diesem Wege eine Tafel der Functionen J° und 
J l construirt, so kann man vermittelst der Gleichungen (II.), nämlich 

J z) — r J(z) — J(z) 



,3 4 ,2 ,1 

■mo = . J i*) — J w 



J (z) 



6 3 2 

- J(z) — J(z) 



T m 2 im — 1) ,/»— l 7 M-2 

{2) = z (2) ~~ (2) ' 

alle folgenden Transcendenten der Reihe nach daraus bestimmen, 
oder man kann sich auch, um /£) direct zu finden, der Gleichung 
(2. §. 1.) bedienen. In dem einen oder andern Falle nimmt aber 
die Genauigkeit ab, sobald 2(ro — 1) grösser als z geworden ist, 
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und der Fehler, mit welchem die letzte Decimalstelle behaftet ist, 
vergrössert sich so, dass zuletzt alle merklichen Ziffern unrichtig 
werden. Um diesem Uebelstande zu begegnen, ist die Tafel II. 
hinzugefugt worden, welche die Besserschen Functionen für 
grössere Indices enthält. 

Beide Tafeln enthalten noch in drei Columnen unter den 
Ueberschriftcn a, 6, c die Werthe der Ausdrucke 

dz ' 2 dz* ' G 'dz 6 ' 

reducirt auf das Increment der Tafel, welches in Tafel I. 0,1, 
in Tafel II. dagegen 0,2 ist. Hat man nun den Werth von J m 
für ein nicht in der Tafel vorkommendes Argument f zu bestim- 
men, und ist z das nächste vorhandene Argument, so setze man 
f — z = s, also f = z -\- s; dann ist nach dem Taylor* sehen 
Satze, wenn das Increment der Tafel mit h bezeichnet wird 

j? z+t) = ^, + «. ^ + 6 (i ( ) 2 + c (|) 3 

oder 

^, = ^.+ [« + (» + <• ;)-;-]!• 

was für die Rechnung etwas kurzer ist. 
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z 


">- 





b 
—2500 


c 





a 
+50000 





l_ C . 


0.0 


1 


— 62 


0.1 


0.997502 


— 4994 


2491 


+ » 


0.049938 


49813 


— 187 


62 


0.2 


0.990025 


9950 


2463 


12 


0.099501 


49252 


373 


61 


0.3 


0.977626 


14832 


2416 


18 


0.148319 


48323 


556 


' 60 


0.4 


0.960398 


19603 


2352 


24 


0.196027 


47033 


733 


58 


0.5 


0.938470 


24227 


2270 


30 


0.242268 


45393 


905 


56 


0.6 


0.912005 


28670 


2171 


36 


0.286701 


43417 


1070 


53 


0.7 


0.881201 


32900 


2056 


41 


0.328996 


41121 


1225 


50 


0.8 


0.846287 


36884 


1926 


46 


0.368842 


38523 


1370 


47 


0.9 


0.807524 


40595 


1782 


50 


0.405950 


35647 


1504 


43 


1.0 


0.765198 


44005 


1626 


54 


0.440051 


32515 


1626 


38 


1.1 


0.719622 


47090 


1458 


58 


0.470902 


29163 


1734 


34 


1.2 


0.671133 


49829 


1279 


61 


0.498289 


25589 


1828 


29 


1.3 


0.620086 


52202 


1093 


63 


0.522023 


21853 


1906 


24 


1.4 


0.566855 


54195 


899 


65 


0.541948 


17975 


1969 


18 


1.5 


0.511828 


55794 


699 


67 


0.557937 


13987 


2016 


13 


16 


0.455402 


56990 


496 


68 


0.569896 


9922 


2046 


7 


1.7 


0.397985 


57776 


291 


69 


0.577765 


5812 


2060 


2 


1.8 


0.339989 


58152 


- 85 


68 


0.581517 


+ 1692 


2057 


+ 4 


1.9 


0.281819 


58116 


+ 120 


68 


0.581157 


— 2405 


2038 


9 


2.0 


0.223891 


57672 


322 


67 


0.576725 


6447 


2002 


14 


2.1 


0.166607 


56829 


520 


65 


0.568292 


10401 


1950 


19 


2.2 


0.110362 


55596 


712 


63 


0.555963 


14235 


1882 


25 


2.3 


0.055540 


53987 


896 


60 


0.539873 


17919 


1800 


30 


2.4 


-fO.002508 


62018 


1071 


57 


0.520185 


21424 


1703 


34 


2.5 


—0.048384 


49709 


1236 


53 


0.497094 


24722 


1593 


38 


2.6 


0.096805 


47082 


1389 


49 


0.470818 


27789 


1471 


42 


2.7 


0.142449 


44160 


1530 


45 


0.441601 


30601 


1339 


46 


2.8 


0.185036 


40971 


1657 


40 


0.409709 


33136 


1196 


49 


2.9 


0.224312 


37543 


1769 


35 


0.375427 


35377 


1044 


52 


3.0 


0.260052 


33906 


1866 


29 


0.339059 


37307 


885 


54 


3.1 


0.292064 


30092 


1946 


24 


0.300921 


38914 


720 


56 


3.2 


0.320188 


26134 


2009 


18 


0.261343 


40186 


551 


57 


3.3 


0.344296 


22066 


2056 


13 


0.220663 


41116 


379 


58 


3.4 


0.364296 


17923 


2085 


7 


0.179226 


41701 


205 


58 


3.5 


0.380128 


13738 


2097 


+ 1 


0.137378 


41938 


— 32 


58 


3.6 


0.391769 


9547 


2091 


— 5 


0.095466 


41829 


+ 141 


57 


3.7 


0.399230 


5383 


2069 


10 


0.053834 


41378 


310 


56 


3.8 


0.402556 


— 1282 


2030 


16 


+0.012821 


40593 


474 


54 


3.9 


0.401826 


+ 2724 


1974 


21 


—0.027244 


39484 


634 


52 



"•OT^S" 
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z 


7° 


+ 6604 


b 

+1903 


C 

-^26 


r.^!__. 


_« 


b 


c 


4.0 


—0.397150 


-0.066043 


-38064 


+ 786 


+49 


4.1 


0.388670 


10327 


1817 


31 


0.103273 


36348 


929 


46 


4.2 


0.376557 


13865 


1718 


35 


0.138647 


34354 


1063 


43 


4.3 


0.361011 


17190 


1605 


39 


0.171897 


32103 


1186 


38 


4.4 


0.342257 


20277 


1481 


43 


0.202776 


29617 


1298 


34 


4.5 


0.320543 


23106 


1346 


47 


0.231061 


26920 


1397 


31 


4.6 


0.296138 


25655 


1202 


49 


0.256553 


24037 


1483 


26 


4.7 


0.269331 


27908 


1050 


52 


0.279081 


20995 


1556 


22 


4.8 


0.240425 


j 29850 


891 


54 


0.298500 


17824 


1613 


17 


4.9 


0.209738 


31469 


728 


55 


0.314695 


14552 


1656 


12 


5.0 


0.177597 


32758 


560 


56 


0.327579 


11208 


1685 


7 


5.1 


0.144335 


33710 


391 


56 


0.337097 


7824 


1697 


+ 2 


5.2 


0.110290 


34322 


221 


56 


0.343223 


4429 


1695 


— 3 


5.3 


0.075803 


| 34596 j+ 53 


56 


0.345961 


— 1053 


1678 


8 


5.4 


0.041210 


34534 


— 114 


55 


0.345345 


+ 2274 


1646 


13 


5.5 


-0.006844 


[ 34144 


276 


53 


0.341438 


5524 


1601 


18 


5.6 


+0.026971 


i 33433 


433 


51 


0.334333 


8667 


1541 


22 


5.7 


0.059920 


32415 


584 


49 


0.324148 


11679 


1468 


26 


5.8 


0.091703 


31103 


727 


46 


0.311028 


14533 


1384 


30 


5.9 


0.122033 


29514 


860 


43 


0.295143 


17206 


1288 


34 


6.0 


0.150645 


27668 


984 


39 


0.276684 


19676 


1181 


37 


6.1 


0.177291 


25586 


1096 


35 


0.255865 


21924 


1065 


40 


6.2 


0.201747 


23292 


1197 


31 


0.232917 


23931 


941 


42 


6.3 


0.223812 


20809 


1284 


27 


0.208087 


25684 


810 


44 


6.4 


0.243311 


18164 


1358 


22 


0.181638 


27169 


674 


46 


6.5 


0.260095 


15384 


1419 


18 


0.153841 


28376 


533 


47 


6.6 


0.274043 


12498 


1465 


13 


0.124980 


29298 


388 


48 


6.7 


0.285065 


9534 


1497 


8 


0.095342 


29929 


243 


49 


6.8 


0.293096 


6522 


1513 


— 3 


0.065219 


30269 


+ 96 


49 


6.9 


0.298102 


3490 


1516 


+ 2 


0.034902 


30316 


— 49 


48 


7.0 


0.300079 


-f 468 


1504 


6 


—0 004683 


30075 


192 


47 


7.1 


0.299051 


— 2515 


1478 


11 


+0.025153 


29551 


331 


46 


7.2 


0.295071 


5433 


1438 


15 


0.054327 


28753 


466 


44 


7.3 


0.288217 


8257 


1384 


20 


0.082571 


27691 


595 


42 


7.4 


0.278596 


10962 


1319 


24 


0.109625 


26378 


716 


39 


7.5 


0.266340 


13525 


1242 


28 


0.135248 


24830 


830 


36 


7.6 


0.251602 


15921 


1153 


31 


0.159214 


23065 


934 


33 


7.7 


0.234559 


18131 


1055 


34 


0.181313 


21101 


1028 


30 


7.8 


0.215408 


20136 


948 


37 


0.201357 


18959 


1112 


26 


7.9 


0.194362 


21918 


833 


39 


0.219179 


16662 


1184 


22 
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z 


/° 


a 


b 


C 


_s. i 


a 


b 


C 


8.0 


+0.171651 


^23464 


— 712 


+41 


+0.234636 


+14232 


-1244 


—18 


8.1 


0.147518 


24761 


585 


43 


0.247607 


11695 


1291 


14 


8.2 


0.122216 


25800 


454 


44 


0.257998 


9075 


1326 


9 


8.3 


0.096006 


26574 


320 


45 


0.265739 


6399 


1348 


5 


8.4 


0.069158 


27079 


185 


45 


0.270786 


3692 


1357 


— 1 


8.5 


0.041939 


27312 


— 49 


45 


0.273121 


+ 981 


1352 


+ 4 


8.6 


+0.014623 


27275 


+ 86 


44 


0.272764 


— 1709 


1335 


8 


8.7 


—0.012523 


26972 


218 


43 


0.269719 


4352 


1306 


12 


8.8 


0.039234 


26407 


346 


42 


0.264073 


6924 


1264 


16 


8.9 


0.065253 


25590 


470 


40 


0.255902 


9401 


1211 


20 


9.0 


0.090334 


24531 


588 


38 


0.245312 


11759 


1146 


23 


9.1 


0.114239 


23243 


699 


36 


0.232430 


13978 


1071 


26 


9.2 


0.136748 


21741 


802 


33 


0.217408 


16038 


987 


30 


9.3 


0.157666 


20041 


896 


30 


0.200414 


17921 


894 


32 


9.4 


0.176772 


18163 


980 


26 


0.181632 


19609 


794 


34 


9.Ö 


0.193929 


16127 


1055 


23 


0.161264 


21090 


686 


36 


9.6 


0.208979 


13962 


1118 


19 


0.139526 


22351 


674 


38 


9.7 


0.221796 


11664 


1169 


15 


0.116639 


23382 


456 


39 


9.8 


0.232276 


9284 


1209 


11 


0.092840 


24175 


336 


40 


9.9 


0.240341 


6837 


1236 


7 


0.068370 


24726 


213 


- 41 


10.0 


0.246936 


4347 


1251 


+ * 


0.043473 


26028 


— 90 


41 


10.1 


0.249030 


— 1840 


1254 


— 1 


+0.018396 


26085 


+ 33 


41 


10.2 


0.249617 


+ 661 


1245 


5 


—0.006616 


24897 


155 


40 


10.3 


0.247717 


3132 


1223 


9 


0.031318 


24468 


274 


39 


10.4 


0.243372 


5647 


1191 


13 


0.065473 


23804 


389 


37 


10.5 


0.236648 


7885 


1146 


17 


0.078850 


22914 


500 


36 


10.6 


0.227635 


10123 


1090 


20 


0.101229 


21808 


605 


34 


10.7 


0.216443 


12240 


1025 


23 


0.122390 


20500 


702 


31 


10.8 


0.203202 


14210 


950 


26 


0.142166 


19004 


793 


29 


10.9 


0.188062 


16035 


867 


29 


0.160350 


17336 


875 


26 


11.0 


0.171190 


17679 


776 


32 


0.176786 


15512 


947 


23 


11.1 


0.152768 


19133 


678 


34 


0.191328 


13553 


1010 


19 


11.2 


0.132992 


20385 


574 


35 


0.203853 


11479 


1062 


16 


11.3 


0.112069 


21426 


466 


37 


0.214255 


9311 


1104 


12 


11.4 


0.090216 


22245 


353 


38 


0.222450 


7070 


1135 


8 


11.5 


0.067664 


22838 


239 


38 


0.228379 


4780 


1154 


4 


11.6 


0.044616 


23200 
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0.0005328 


1158 


115 


7 


18.0 


0.0016585 


3286 


290 


15 


18.0 


0.0006608 


1408 


136 
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Tafel II. 
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18.0 


0.0000906 
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18.2 


0.0003138 


701 


72 


4 


18.2 


0.0001151 


274 


30 


1 


18.4 


0.0003915 


858 


86 


5 


18.4 


0.0001457 


340 


36 


2 


18.6 


0.0004864 


1045 


102 


6 


18.6 


0.0001835 


420 


44 


3 


18.8 


0.0006017 


1268 


121 


7 


18.8 


0.0002302 


518 


54 


3 


19.0 


0.0007413 


1531 


143 


8 


19.0 


0.0002877 


635 


64 


4 


19.2 


0.0009095 


1842 


169 


9 


19.2 


0.0003580 


775 


76 


5 


19.4 


0.Ö011115 


2207 


197 


10 


19.4 


0.0004436 


942 


91 


5 


19.6 


0.0013529 


2632 


229 


11 


19.6 


0.0005475 


1141 


108 


6 


19.8 


0.0016402 


3127 


267 


13 


19.8 


0.0006731 


1377 


128 


7 


20.0 


0.0019809 


3700 


307 


15 


20.0 


0.0008243 


1654 


150 
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Druckfehler. 
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Zu beziehen durch »He Buchhandlungen. 

Bardey, E. f algebraische G-leichungen nebst den Resultaten und 
den Methoden zu ihrer Auflösung, gr. 8. 1868. geh. 1 Thlr. lONgr. 

Cantor, M., Euclidund sein Jahrhundert. Mathematisch -histo- 
rische Skizze, gr. 8. 1867. geh. 18 Ngr. 

Clebsch, Dr. A., Prof. an der Universität Giessen, Theorie derElasti- 
cität fester Körper, gr. 8. 1862. geh. 3 Thlr. 

„ Der Herr Verfasser hatte als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe Gelegen- 
heit und Beruf, sich ausführlicher mit den Anwendungen der allgemeinen Theorie der Elasticität 
auf die in der Technik besonders wichtigen Fälle zu beschäftigen. Die Resultate dieser Studien 
liegen uns jetzt in einem ziemlich umfangreichen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur um eine Schrift bereichert hat, welche «inerseits 
dem Techniker das Erlernen der strengen Theorie ermöglicht, ihm über die Genauigkeit seiner 
Resultate und die Zulässigkeit der in der Praxis üblichen Voraussetzungen Aufschluss giebt, ande- 
rerseits den Mathematiker belehrt, wie man von den allgemeinsten Gleichungen der Bewegungen 
und des Gleichgewichts elastischer Körper zu speziellen Fallen gelangen kann, und ihm die grosse 
Mühe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es 
ergänzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physikers Lamd, welches 
vorzüglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der kristallinischen Körper und ihre optische" Eigenschaften behandelt, während Herr C leb seh 
ausschliesslich unkrystallinische Körper und deren Verschiebungen durch äussere Kräfte in Betrach- 
tung zieht." [Literarisches Centralblatt 1863, No. 81.] 

Clebsch, A., u. P.ÖOrdan, Professoren an der Universität Giess^n, Theorie 
der Abel'schen Functionen, gr. 8. 1866. geh. 2 Thlr. 16 Ngr. 

Die Herren Verfasser suchen in diesem Werke die Theorie der Abel'schen Functionen auf 

eine ganz neue Weise zu begründen, welche das Interesse der Mathematiker in hohem Grade in 

Anspruch nehmen wird. 

Drach, Dr. C. A. VOÄ, Privatdocent an der Universität Marburg, Ein- 
leitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte. 
(Raumcurven dritter Ordnung.) Mit 2 lith. Tafeln, gr. 8. 1867. 
geh. 28 Ngr. 

Duhamel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von 
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und 
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 

Jeh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

g6, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie 
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Zweite Auflage. Mit 32 in den Text gedruckten Holz- 
schnitten, gr. 8. 1868. geh. 3 Thlr. 

„Trotz der hohen Bedeutung,' welche die elliptischen Functionen für die gesammte Analyst«, 
für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher 
kein Elementarlehrbuch derselben und der Jünger der Wissenschaft blieb wie vor ^5 Jahren darauf an- 

Sewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legendre, traUe" des fonetions ellintiques, und Jacobi, fun- 
amenta funet. ellipt., nebst einer grossen Anzahl einzelner Abhandlungen in Crelle's Journal) zu schöpfen. 
Die Herausgabe des vorliegenden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichnet werden 



and es ist damit jedenfalls eine fühlbare Locke der Litteratnr zum Besten der Studierenden ausgefüllt 

worden. Das Werk bietet genug, ja hie nnd da vielleicht mehr als genug für das erste Stadium 

der renialen Schöpfungen von Legendre, Abel nnd Jaeobi. Die Darstellung mnss als sehr deutlich 
bezeichnet werden u. s. w." [Seh 15 milch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, 1. Den.] 

DlLTÄge, Dr. H.,. ordentlicher Professor am Polytechnicnm zu Prag, Ele- 
mente der Theorie der Functionen einer complexen 
veränderlichen Grösse. Mit besonderer Berücksichtigung der 
Schöpfungen Riemann's. gr. 8. 1864. geh. 1 Thlr. 18 Ngr. 

„Ich möchte, nach allen diesen Uebeiiegongen , das Werk von Dnrege allen Anfangern 
.^*t> fehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen Anschauungsweisen 
'•rwerben wollen. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmässig, dass der Lernende ziemlich bald sich 
an die Betrachtung der Eigenschaften der Functionen gewöhnt. Das gewöhnliche mathem» tische, 
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht überflüssig durch diese neuere Betrachtungsweise; 
es lassen sich aber oftmals doch sehr grosse Rechnungen ersparen; ferner, was sowohl für das 
Studium, als aoeh für selbststindige Arbeiten von grösstem Werthe ist, die Möglichkeit gewisser 
Darstellungen (als z. B. der elliptischen Functionen durch die $) lässt sich sofort übersehen; 



wird dadurch leichler, den Faden einer gegebenen Rechnung, welche man nachstndirt, zu behalten, 
und es kann viel zielloses Rechnen bei selbststandigen Arbeiten -vermieden werden. Ich empfehle 
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann'schen Arbeiten vertraut machen 



will, zum Vorstudium." [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1865, 4. Heft.] 

Fiedler, Dr. Wilhelm, Professor am Polytechnikum zd Prag, die Ele- 
mente der neueren Geometrie und der Algebra der binären 
Formen. Ein Beitrag zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen, gr. 8. 1862. geh. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Diese Arbeit des rühmlichst bekannten Verfassers ist aus dein Wunsche entsprungen, zur 



allgemeineren Verbreitung der Kenntnis der von der „neueren Algebra" benutzten Methode beizn 
tragen, nnd durch ausfuhrlichere Darlegung der betreffenden Theorien für binäre Formen auf 
Salmon'a Vorlesungen cur Xfnfnhrunc in die Algebra der linearen Transformationen vorzubereiten. 

Fort, 0., und 0. SchlÖmilch, Professoren an der Königl. polytechnischen 

Schale in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geometrie* 

Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite 

Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22% Ngr. 

Einzeln: 

I. Theil. Analytische Geometrie der Ebene, von O. Fort, l Thlr. V/ t Ngr. 
n. > Analytische Geometrie des Raumes von O. S chlömi Ich. l Thlr. 
16 Ngr. 

Das vorliegende Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzugsweise für den Unterricht 
an technischen and anderen höheren Schulen bestimmt. Der ungetheilte Beifall, den dasselbe ge- 
funden , hat bereits eine zweite Auflage nöthig- gemacht. Wo die fernere Einführung beabsichtigt 
wird, stellt die Verlagshandlung dem betreifenden Lehrer gern ein Freiexemplar behufs vorheriger 
Prüfung zur Verfügung. 

Fuhrmann, Dr. Arwed, Assistent für Mathematik and Vermessongslebre an 
der königl. polytechnischen Schule zu Dresden, Aufgaben ans der 
analytischen Mechanik. Mit einem Vorworte von Prof. Dr. 
0. Schlömilch. In zwei Theilen. Erster Theil: Aufgaben 
aus der analytischen Geostatik. Mit in den Text eingedruckten 
Holzschnitten, gr. 8. 1867. 20 Ngr. 

H&rtig, Dr. Ernst, Professor der mechanischen Technologie an der k. poly- 
technischen Schule in Dresden, die Dampfkessel-Explosionen. 
Beiträge zur Beurth eilung der Maassregeln für ihre Verhütung. 
Mit lithographierten Tafeln, gr. 8. 1867. geh. 20 Ngr. 

Hesse, Dr. OttO, ord. Professor an der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen über analytische Geometrie des Raumes, 
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung, gr. 8. 1861. geh. 

2 Thlr. 12 Ngr. 

„ Ungeachtet des bedeutenden Aufschwunges, welchen die analytische Geometrie namentlich 
im Verlaufe des letzten Vierteljahrhunderts einerseits durch die Erweiterung des Coordinatenbe- 

Sriffes, andererseits durch die Fortschritte der algebraischen Methoden, besonders in der Theorie 
er Determinanten und der homogenen Functionen, genommen hat, fehlte es doch noch bis vor 
Kurzem an einem Lehrbuche, welches geeignet gewesen wäre, den Studierenden der Mathematik 
zur Einführung in diese neueren Disciplinen zu dienen. Für die analytische Geometrie der Ebene 
ist zu diesem Zwecke den deutschen Jüngern der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel in der 
Fiedler'schen Uebertragung des Salroon'schen Werkes in die Hand gegeben worden; für die des 
Raumes wird die erwähnte Lücke unserer mathematischen Literatur auf eine ausgezeichnete Weise 
durch das vorliegende Lehrbuch ausgefüllt. Dass der Verfasser desselben vor Allen berechtigt 
war, in diese Lücke einzutreten, dazu hat er sich den Anspruch durch seine rüstige Mitwirkung 
am Ausbau sowohl der analytisch - geometrischen Methoden, als der hiermit im Zusammenhange 
stehenden Theile der Algebra erworben; ein Blick in die letzten zwanzig Jahrgänge von Crelle's 
Journal wird genügen, ihm diese Berechtigung zuzuerkennen. Gegenüber der Stellung des Verfassers 



auf dem Gebiete der Wissenschaft muss Referent von einer kritischen Besprechung- des vorliegenden 
Werkes absehen, omsomehr, als dieselbe nur auf Anerkennung des darin dargelegten Talentes und der 



Meisterschaft in der Darstelluncrsweise hinauslaufen könnte. — [Folgt Inhaltsangabe.] Für Leser, 
welche mit den nothigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren analytisch - geo 
metrischen Theorien erhalten wollen, kann das vorliegende Werk als eines der wichtigsten Hilfs 



mittel bezeichnet werden u. s. w." [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2. Heft.] 

H68S6, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen ans der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene, 
gr. 8. geh. 1 Thlr. 10 Ngr. 

„Man kann ohne Uebertreibung behaupten, dass es sehr wenige Bücher giebt, die auf dem 
kleinen Räume von 182 Seiten eine solche Fülle von Material in einer so eleganten und durchaus 
klaren Darstellung bieten u s.w." [Schlömilch, in d. Zeitschr. f. Mathem. 1866. 2. Heft.] 



vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. 
Separatabdruck a. d. Zeitschr. f. Mathem. u. Physik, gr. 8. 1866. geh. 

16 Ngr. 
KäU, Dr. E. , Lehrer der Physik an der Kriegsschale in Dresden, mathe- 
matische Aufgaben aus der Physik nebst Auflösungen. 
Zum Gebrauche höherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht 
bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 
2 Theile. gr. 8. 1857. geh. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 
I. Theil. Aufgaben, n. 24 Ngr. II. Theil. Auflösungen, n. 20 Ngr. 

„ Je zahlreicher und umfänglicher man Aufgaben - Sammlungen aus dem Gebiete der reinen 
Mathematik besitzt, desto seltener und verhältnismässig weniger ausführlich hat man sie für 
angewandte Mathematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag für die specielle 
Literatur letzteren Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe Erscheinung auf 
dem Büchermarkte zu betrachten, wie auch übrigens der Verfasser bei Bearbeitung einer'selbst- 
ständigen Sammlung dieser Art zu Werke gegangen sein mar. Wir brauchen indessen bezüglich 
vorliegender Sammlung bei diesem einfachen und allgemeinen Urtheile nicht stehen zu bleiben, viel- 
mehr wird Jeder nach Einsicht in dieselbe darin mit uns übereinstimmen, dass dieselbe für den 
Schul- und Privatgebra*uch ein recht instruetives Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Ver- 
ständnis der Hauptlehren der Physik darbietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der- 
artigen Sammlungen, z.B. .von der Fliedner* sehen, auch darin, dass der Gebrauch der Differential - 
und Integralrechnung für einzelne Beispiele nicht ausgeschlossen ist* ohne Jedoch die Kenntnis 
dieses Theiles der Mathematik durchgängig vorauszusetzen , indem die Mehrzahl der Beispiele davon 
unabhängig gestellt ist." [Witz sc hei, in d. Zeitschr. f. Mathem. 1858, 6. Heft.] 

förijl' Sfitbridj, (SUmente \>on äftafd&inen aunfid&ft atö ein Seitfabeit 
für ©etoetbfdjütet. I. u. IL Sibtl). in einem 93be. ÜJUt 31 titl>. Safefe 
u. 157 in b. £ert gebr. §oIafd)n. Sroeitc 3Iu3g. 4. 1858. gel). 1 tylx. 24 SRgr. 

ÜttOffttlt, $♦, QtoUingenieur unb be|Mtet ßanbmeffcr, §anb6ud) jum 516 = 

fieefen fcon ßurüen auf Gifenbafyts unb SBegeUnien. %üx alle fcor* 

lommenben 2Bin!el unb Labien auf3 ©otgfÄltigfte beregnet unb l)erau3' 

gegeben, fünfte burdba. Stuft. StRtt einer gigutentafel. 8. 1867. geb. 18 »Igt. 
,Vi -■■--•. - --■ - - - -— - ----- - » -■ « .,..,. ~.^ 

i je .. . _ . , 

erforderlich sind, um nach der Methode, von den Tangenten und Hülfstangenten aus den Bog 



., Vorstehendes Taschenbuch, welches sich durch concise Form und Bequemlichkeit für den 
Gebrauch jedem praktischen Geometer und Ingenieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche 
erforderlich sind, um nach der Methode, von den Tangenten und Hülfstangenten aus den Bogen 
zu bestimmen, Curven für Strassen- und Eisenbahnanlagen abzustecken. Die Einleitung enthält 
eine kurze, dabei aber sehr kjare und bündige Instruction für die Ausführung 1 der beim Abstecken 
' ' Ä — - Behandlung de " " ' 

uptinhalt des ' 

beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werthe der Tangente, Bogenlänge, 



der Curven vorkommenden geometrischen Operationen, für die Behandlung der zu diesem Zwecke 
erforderlichen Instrumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Tai 

beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werthe der Ta , _ _ w 

halben Sehne, der Coordinaten des Mittelpunktes und dessen Abstandes vom Winkelpunkt der 
Curve für den Radius 1000 und die Grösse des Centriwinkels von bis 120 Grad, um 2 Minuten , 
jedesmal wachsend. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen und Ordinaten zur Absetzung aqui- 
distanter Bogenpunkte für alle vorkommenden Radien von 10 bis 10,000. Mehrfache Revisionen be- 
rechtigen den Herrn Verfasser, wie er in der Vorrede sagt, beide Tabellen als vollkommen fehler- 
frei und zuverlässig zu bezeichnen." [Eisenbahnzeitung 1852, Nr. 26.] 

LiüdelÖf, Dr. L., Professeur de IJlathe'matiques ä Helsingfors, lecons de 
calculdesvariations. Redig^es en collaboration avec M. L'abbe 
Moigno. Paris 1861. gr. 8. geh. 1 Thlr. 20 Ngr. 

MattÜeseil , Ludwig, Dr., Subrector und Lehrer der Mathematik am 
Gymnasium zu Husum, die algebraischen Methoden der Auf- 
lösung der litteralen quadratischen , cubischen und biquadratischen 
Gleichungen. Nach ihren Principien und ihrem inneren Zusammen- 
hange dargestellt. Erste Serie, enthaltend: Substitutions-Methoden, 
gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr. 



Mayer, Dr. Adolph, Beiträge zur Theorie der Maxima und 
Minima der einfachen Integrale, gr. 8. geh. 20 Ngr. 

MittheÜTUlgeil der K. Sachs. Polytechnischen Schale zu Dres- 
den. Heft I. A. u. d. T.: Versuche über den Kraftbe- 
darf der Maschinen in der Streichgarnspinnerei und Tuch- 
fabrikation, ausgeführt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mechan. 
Technologie an der Kgl. Polytechn. Schale. Unter Mitwirkung der 
Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzel. [VHI u. 72 S. 
mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh. 

1 Thlr. 10 Ngr. 

Müller, Dr. J. H. T., Obergchalrath etc., Beiträge zur Termino- 
logie der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr. 

„Es sind nur 2% Druckbogren, welche der Verfasser unter dem Titel von Beitragen veröffent- 
licht, aber wer den Inhalt prüft, wird über die Fülle erstaunen, welche in dem kleinen Räume zu- 
sammengedrängt ist u. s. w." [Zeitschrift für Mathematik 1800, 0. Heft.] 

Neumann, Carl, ord. Professor in Tübingen, Vorlesungen über Eie- 
rn an n's Theorie der AbeVschen Integrale. Mit zahlreichen in 
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten 
Tafel, gr. 8. geh. 3 Thlr. 20 Ngr. 

Eine Darstellung der Theorie der Abel'schen Integrale, durch welche dieselbe auch denen 
verständlich wird, deren mathematische Kenntnisse noch gering sind. Der Student, welcher sein erstes 
oder seine beiden ersten Semester einigermassen gut angewendet hat, soll durch dieses Buch in 
den Stand gesetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast vollständig unzu- 
gänglichen Theorie sofort und mit vollem Verständnis einzudringen. 



das Dirichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf 
die Riemann'schen Flächen, gr. 8. 1865. geh. 18 Ngr. 

die Haupt- und Brenn- Puncte eines Linsen- 



Sjrstemes. ElÄnentare Darstellung der durch Gauss begründeten 
Theorie, gr. 8. 1866. geh. .15 Ngr. 

Theorie der Bessel'schen Functionen. Ein Ana- 



logem zur Theorie der Kugelfunctionen. gr. 8. 1867. geh. 20 Ngr. 
Plücker, Julius, neue Geometrie des Raumes, gegründet auf 

die Betrachtung der geraden Linie als Baumelement. Mit einem 

Vorwort von A. Clebsch. Erste Abtheilung, gr. 4. 1868. 

geh. 3 Thlr. 

Roch, Dr. GL, de theoremate quo dam circa funetiones Abelianas. 

4. geh. 6 Ngr. 

Ruete, Dr. C. G. Tl.," Professor und Geh. Medicinalrath , das Stereo- 

scop. Eine populäre Darstellung. Mit 27 stereoscopischen Bildern 

in einer Beilage. Zweite durchaus neu bearbeitete Auflage, gr. 8. 

1867. geh. 2 Thlr. 

Reiss, M. , Beiträge zur Theorie der Determinanten, gr. 4. 
1867. geh. 1 Thlr. 

SalmoiL, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage, gr. 8. 
1866. geh. 4 Thlr. 



„Es kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie- 
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den 
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen; 
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Ver- 
r..»«.., —i»i.» :- j— a — .— i — t> — u-:. j — i _:.u. 1 — :_._».u*:_* j g ^ namentlich noch 

durchgeführten Auf- 
1861, 3. Heft.J 



aem L.enrer aer Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen m 
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeinträchtigt ist, 
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollständig durc 
gaben." [O. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik : 



Salmon, George, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra 
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. 1 Thlr. 24 Ngr. 

Diese deutsche Ausgabe -von Her. George Salmon' s „Lessons introductory to Üie mo- 
dern higher Algebra" ist in einigen Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 
der Entdeckungen vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine 
Vorlesung gewidmet, überhaupt die Determinantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die 
Zahl der Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung steht in Verbindung mit der vollindigeren 
Behandlung der Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse'schen Determinante , welche als 
Beispiele für eine Form der Behandlung gegeben sind, die in analytischer Besiehung unleugbare 
Vorzüge vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der 
Uebersicht der Resultate der Theorie für die biquadratischen ternären Formen ist auf die schönen 
Untersuchungen von Clebsch Besug genommen und ein kurser Abriss der Resultate gegeben 
worden , welche die algebraische Theorie der binaren und ternären Formen Tür die elliptischen Tran- 
scend>nten ans Lieht gebracht hat. — Das Buch schliesst sieh in seiner Bedeutung für die mathe- 
matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an. 

analytische Geometrie des Raumes. Deutsch be- 
arbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip- 
tiven Geometrie am Polytechnicum zu Prag. 2 Theile. gr. 8. 1863. 
1865. geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln: 
[. Theil: A. u. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Raumes 
und die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 
Unterrichtsanstalten, gr. 8. geh. 1 Thlr. 24 Ngr. 
II. Theil: A. u. d. T.: Analytische Geometrie der Curven im Räume und 
der algebraischen Flächen, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 
„Die aasgezeichnete Begabung des Verfassers für die Darstellung analytisch - geometrischer 
Untersuchungen, als auch die Tüchtigkeit des Herrn Uebersetzers sind so anerkannt, dass esunnöthig 
erseheint, irgend etwas zur Empfehlung des vorliegenden Werkes hinzuzufügen/ 1 

[Literar. Centralblatt, 1864, Nr. 88.] 
Scheffler, Dr. Hermann, Herzogl. Braunschweig. Baurath, imaginäre 
Arbeit, eine Wirkung der Centrifagal- und Gyralkraft, mit 
Anwendungen auf die Theorie des Kreisels, des rollenden Rades, 
des Polytrops, des rotirenden Geschosses und des Tischrückens. 
Mit 23 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1866. 
geh. 15 Ngr. 

Schell, Dr. Wilhelm, Professor am Polytechnikum zu Carlsruhe, Theorie 
der Bewegung und der Kräfte. Ein Lehrbuch der 
theoretischen Mechanik, mit besonderer Rücksicht auf die 
Bedürfnisse technischer Hochschulen. Mit vielen in den Text 
gedruckten Holzschnitten. 1. Lieferung, gr. Lex. -8. 1868. 
geh. 28 Ngr. 

Erscheint in circa 5 Lieferungen von je 12 Druckbogen a 28 Ngr. die Lieferung und wird 
binnen Jahresfrist vollendet sein. 

. allgemeine Theorie der Curven do ppelter Krüm- 
mung in rein geometrischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr. 8. 
1859. geh. 24 Ngr. 

ScMÖmÜch, Dr. Oscar, Kgl. Sachs. Hofrath, Professor an der poly- 
technischen Schule zu Dresden, Uebungsbuch zum Studium 
der höheren Analysis. Erster Theil: Aufgaben aus der 
Differentialrechnung. Mit Holzschnitten im Texte, gr. 8. 1868. 
geh. 1 Thlr. 18 Ngr. 

Schmidt, Carl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schule in Stuttgart, 
Lehrbuch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13 
lithograph. Tafeln, gr. 8. 1857. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thlr. 

®d}H eitler, Dr. (L g«, Gitrilingenieur, bie 3njtrumente unb SBetf- 
jeuge ber työfjeren unb nieberen äKefcfunft, fotoie ber geoutet 
triften äetdjenhmji, tfyreSljeorie, Sonfiruction, ©ebraud) unb Prüfung. 
ÜRit 236 in ben £ert gebrueften §ol§fdjnitten. Vierte fetyr berbefferte 
unb üerme^rte Sluflage. gr. 8. 1861. gel). 1 Jtyr. 15 Sftgt. 

— — - Setyrbuä) ber gefammten SDlefcfunft ober ©arfUDfong b$r 



2#eorie unb Ataxia beS gelbmeffettf, SRitoeHtTena unb £ö$enmeffcn3, 
bcr militäriföen aufnahmen ganzer 25nber, fottrie ber geometrifc&en 
3eid)enfunft. 3«m ©elbjtfhibiuut unb Unterrichte bearbeitet. Stritte t>er- 
befferte «uflage. ÜWit 225 fcoljfd&nitten. gr. 8. 1861. gelj. 2 £Wr. 

Die geodätischen Werke Schneitler*s entsprechen so sehr einem praktischen Bedürfnisse, 
dass ihre Verbreitung: in fortwährendem Steigen begriffen ist. Die vorliegende dritte Auflage des 
„Lehrbuchs der Messkunst", welches mit dem gleichzeitig in -vierter Auflage erschienenen Werke: 
„die Instrumente und Werkseuge der Mesakunst" ein Ganzes bildet, ist eine wesentlich ver- 
besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt „Nivelliren" durch Herrn Regierun gscondueteur 
Stocken in Breslau vollständig- neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erweitert 
worden, deren genaue Kenntnis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossariieeii 
Landes-Meliorationen (Bruch- und Moorbauten, Drain- Anlagen) ist. Der Preis ist ausserordentlich billig 

Sohneitier, Dr. C. F., und Julius Andrfo, CivilingenieurB, Samm- 
lung von Werkzeichnungen landwirtschaftlicher 
Maschinen und Geräthe nebst ausführlichen Beschreibungen. 
7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Royal-Fol. Text in 4. 1853—1857. 
geh. 38 Thlr. 

£inzeln : 
I. Heft, die Drainröhren- und Zierelpressen auf 7 Foliotafeln: 1) Randell und 
Sanders Thonröhrenpresse mit mechanischer Abschneide -Vorachtung; 2) Drainröhren - 
presse von Egells in Berlin; 3) Doppeltwirkende Drainröhrenpresse von J. Whitehead 
in Preston; 4) Drainröhrenpresse von J.Williams in Bedford; 5) Doppelwirkende Drain- 
röhrenpresse von Borie Fr er es in Paris; 6) Drainröhrenpresse von Mundscheid in 
Malapane; 7) einfache englische Röhrenpresse. 1853. n. 6 Thlr. 

II. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Verbesserte Flachs - Brechmaschine von Kuthe; 2) Flachsschwinge- 
Maschine vonJ. Bücklers; 3) Paten tirter Apparat und Verfahren der Flachs -Dampfröste 
von Watt in Irland; 4) E. Kaemmerer's Universal - Säe - Maschine. 1853. n. 6 Thlr. 

III. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylindergöpel von Barret, Exall u. Andrew* 
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; 3) Häckselschneide - Maschine nach 
Gillet; Schrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. n. 6 Thlr. 

IV. Heft oder II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2) Salmon's 
Häckselschneide- Maschine; 3) Bedford -Eggen. 18J55. n. 6 Thlr. 

V. Heft, oder II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerei zu Joachimsthal; Göpel von 
Pin et; Romain e's Dampfgrabe- Maschine. 1856. n. 6 Thlr. 

VI. u. VII. (Doppel)Heft, oder II. Serie 3. u. 4. Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfcultur- 
Geräthe und Dampfpflüge Englands. Von Dr. C. F. Schneitier. Mit 11 Tafeln. 1857. 

n. 8 Thlr. 
Heft 1—3 herausgegeben von C. F. Schneitier, Heft 4—7 oder II. Serie 1—4. Heft 
von C. F. Schneitier und J. Andräe. 

©djitettfer, Dr. (L fr, unb 3ttlto8 2fobrCC, <ShHl*3n8emeurS, bic neue; 
reit unb toid&tigeren lanbtoirtljfdjaftlidjen üftafdjinen unb 
©erdtfye, ityre £l)eorie, (Sonftruction, 3Btrfung3toeife unb Sttnirenbung. 
©in §anbbudj bcr lanbttrirtl)(c§aftlic§en aftafd)inen* unb ©er&tyehmbc 
jum ©elbftfhtbium unb Unterricht. SDtit 350 in bett £ert gebrückten 
§oIafönitten. gr. 8. 1862. gel). 3 Styr. 

„Das neueste und vollständigste Buch über landwirtschaftliche Maschinen und Geräthe, 
welches durch seine vozüglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gediegenen 
beschreibenden Text die vollste Anerkennung- bei allen gefunden hat, die als Landwirthe oder Tech- 
niker mit den landwirtschaftlichen Maschinen und Geräthen sich näher bekannt zu machen Ver- 
anlassung haben. Wir können nur wiederholen, dass wir es hier mit einem gedieg-enen, 
der wärmsten Empfehlung werthen Werke zu thun haben. Alle Landwirthe, welche den 
Fortschritt in ihrem ehrenwerthen Berufe mit Freuden begrüssen, können „diese" Maschinen 
und Geräthe- Kunde gar nicht entbehren, und legen wir besonders auch allen Mitgliedern unseres 
Vereins die Anschaffung desselben ans Herz." 

[Landwirtschaftliche Mittheilungen (Neuhaldensleben) 1859, Nr. 4.] 

©djröbttr, 3* ©♦, fafelic^e Anleitung um grünblid&en Untere 
rid)t in ber 5Ugebra. Sftadj SBeifpielen au3 ben in 9fteier §irf#S 
Sammlung enthaltenen ©leidjungen unb Aufgaben, gr. 8. 1850. ge§. 

1 2#r. 9 Mar. 

Neben einer sehr klaren Darstellung der algebraischen Lehrsätze enthält das Buch ausführ- 
liche Auflösungen aller in Meier Hirsch's Sammlung enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche 
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen. 

Serret, J. A., Handbuch der höheren Algebra. Deutsch 
bearbeitet von Gr. Wertheim. Erster Band. gr. 8. 1868. geh. 

2 Thlr. 20 Ngr. 

Stamm, Ernst, theoretische und praktische Studien über den Seif- 
actor oder die selbstthätige Mule- Feinspinnmaschine. Aus dem 
Französischen übersetzt von Ernst Hartig. Mit einem Vorwort 



von Dr. J. A. Hülsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden. 
Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text. 
II. Heft: Kupfertafeln, gr. 4. 1862. geh. 4 Thlr. 

Steiner's» Jacob, Vorlesungen über synthetische Geometrie. 

2 Bände. 

I. Band: Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Dar- 
stellung. Auf Grund von Universitätsvorträgen und mit Benutzung 
hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner's bearbeitet von Dr. C. 
F. Geiser, Docent der Mathematik in Zürich. Mit vielen Holz- 
schnitten, gr. 8. 1867. geh. 1 Thlr. 20 Ngr. 

II. Band: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projek- 
iivische Eigenschaften. Auf Grund von Universitätsvorträgen 
und mit Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner's bear- 
beitet von Dr. Heinrich Schröter, ordentl. Professor a. d. Univer- 
sität zu Breslau. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 1867. geh. 4 Thlr. 

Vorlaeilder, I. L, Königl. Preuss. Cataster-Inspector und Steuerrath, 
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischer Mes- 
sungen, gr. Lex.-8. 1858. geh. 15 Ngr. 

— ^ über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz 
oder überwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh. 

20 Ngr. 

Weber, M. H. FreÜ. VOn, Ingenieur, Königl. Sachs. Eisenbahn-Director etc., 
die Technik des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die 
Sicherheit desselben, gr. 8. 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorliegende, von der Kritik einstimmig: als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten 
unentbehrlich bezeichnete Werk behandelt den technischen Eisenbahnbetrieb in Bezug auf die 
Sicherheit desselben in folgenden Hauptabtheilungren, deren jede wiederum in eine grosse Anzahl 
von Unterabtheilungen zerfällt, so dass nichts anerörtert bleibt, was nur irgend für den behandel- 
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nämlich: 

I. Wege und Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung, d. die Stationen. 
n. Betriebsmittel, a. Locomotiven. b. Personenwagen, c. Güterwagen, m. Be- 
wachung. IV. Signale. V. VI. Böswilligkeit, Unregelmässigkeit, atmosphärische Ein- 
flüsse &o. VII. Asseouranaen. Schi uss wort. 

— — — die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 
specieller Rücksicht auf C. J. Dumtfry's Erfindung. Mit 3 lith. 
Tafeln, gr. 8. 1859. geh. - 18 Ngr. 

Durch die Erfindung Dumery's ist ein Jange angestrebtes Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
vollständig erreicht, doch näher gerückt, als durch alle früheren Bemühungen. Die vorliegende 
Schrift beleuchtet die DumeVy'schen Vorkehrungen zur rauchfreien Verbrennung der Steinkohlen 
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnungen anschaulich. 

— — die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa- 
giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung 
der Eisenbahn - Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

Der Verfasserweist nach, mit welchen Mitteln die Eisenbahn -Verwaltungen ohne fühlbaren 
Druck auf das Publikum sich von der Sorge um die Beschaffung der Geldmittel für die Pensionie- 
rung und Unterstützung der Beamten, diese selbst aber von der schweren Last der Beisteuer zu 
den Unterstülzungscassen befreien können. 



— die Gefährdungen des Personals beim Maschinen- 
und Fahrdienst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 1862. 
geh. 12 Ngr. 

* ' Dieses Schriftchen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn -Beamten und Arbeiter gewidmet. 
Die auf langjährige Erfahrung gestützten Vorschläge des rühmlichst bekannten Verfassers haben 
bereits vielseitige Berücksichtigung gefunden. 

Wiener, Dr. Christian, Professor an der Polytechnischen Sehn le zu Cajls- 
rnhe, über Vielecke und Vielflache. [VIII u. 31 S. mit 
3 lithographierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr. 



Witzsohel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie 
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Verhältnisse an 
Systemen von Punkten in einer Graden und einer Ebene. Mit in 
den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. geh. 2 Thlr. 

Vorliegende Grundlinien der neueren Geometrie sind für den erbten Unterrieht in dienern 
Zweige der Mathematik bestimmt und die ganz elementare Entwicklung des Gegenstandes dürfte 
in besonderen Fällen die Lehrer der Geometrie veranlassen, einige Partien oder Sätze der neueren 
Geometrie in den zeit her üblichen (Jnterrichtscursus mit aufzunehmen. — Dass das Buch als eine 
vorzügliche Bereicherung der mathematischen Literatur angesehen werden muss, hat Herr Prof. 
Bretschn eider in Gotha in einer ausführlichen Beurtheilung in der „Kritischen Zeitschrift für 
Chemie, Physik und Mathematik" Heft III, S. 258 ff. nachgewiesen. 

WtÜlner, Dr. Adolph, Director der Provinzialgewerbeschule zu Aachen, 
Lehrbuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
nutzung von Jamin's cours de physique de l'e'cole polytechnique. 
Zwei Bände in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
druckten Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Farben- 
druck. Zweite unveränd. Auflage, gr.8. 1866. geh. 11 Thlr. 20 Ngr. 

Einzeln : 
I. Bandes l. Abth. Mechanik und Akustik. 2 Thlr. 16 Ngr. 
I. » . 2. Abth. Optik. 2 Thlr. 12 Ngr. 
n. » l. Abth. Wärmelehre. 2 Thlr. 12 Ngr. 
II. » 2. Abth. Die Lehre vom Magnetismus und der Electricität. 

4 Thlr. 10 Ngr. 
Die -wissenschaftlichen Vorzüge dieses neuen, elegant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik 
sind von der Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer 
seits die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
welche tiefer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu diener 
es hat aber, ohne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabt 
mehr ins Auge gefasst , als dies von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen ist. 
Die Verlagshandlung freut sich, ein Urtheil des Herrn Professor J o 1 ly in München beifügen 
zu können, welcher sich fojgendermassen über das Buch ausspricht: 

„Das Lehrbuch der Physik von Wüllner ist eine sehr gelungene Arbeit, die sich, obschon 
es unserer Litteratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt, dennoch rasch Bahn brechen wird. Im ein- 
leitenden Theil der Mechanik schliesst sich Wüllner noch vielfach an das Lehrbuch von Ja min 
an. sehr bald geht aber der Verfasser zu einer ganz selbstständigen Arbeit über, in welcher das 
Lehrbuch von Jamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker 
in grösserer Ausführlichkeit vorgetragen sind. Wüllner 's Lehrbuch hat zunächst vor dem fran- 
zösischen Werke schon den Vorzug, dass in grosser Vollständigkeit auch die Arbeiten nicht fran 
zösischer Forscher Berücksichtigung gefunden naben. Es hat aber zugleich in der Litteratur der 
Lehrbücher einen entscheidenden Vorzug dadurch , dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel in kri- 
tischer Auswahl und Beleuchtung die Originalarbeiten, auf welche die Untersuchung sich stützt, 
speciell angegeben sind. Der in die Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufenden 
Litteratur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugehen hat, wenn 
er im fortschreitenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschränkt sich der Verfasser 
zunächst auf den Gebrauch der Elementarmathematik , so sind doch zugleich überall die Wege be- 
zeichnet, die zum Verständnis der analytischen Behandlung führen, und die den Anfänger befähigen, 
sobald er die Sprache der höheren Mathematik sich angeeignet hat, mit Leichtigkeit den betreffenden 
monographischen Arbeiten zu folgen. Wäre der Ausdruck „eine literarische Erschei- 



nung 'befriedige ein längst gefühltes Bedürfniss" nicht allzusehr verbraucht, 
so-wÜrde ich ihn über aas Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeugung ge- 
brauchen." Jolly. 

Einleitung in die Dioptrik des Auges. Mit 19 Fi- 
guren in Holzschnitt, gr. 8. 1866. geh. 24 Ngr. 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausgegeben unter 
der verantwortlichen Redaction von Dr. O. Schlömilch, Dr. B. 
Witzschel, Dr.M. Cantor und Dr. E.Kahl. I— XII. Jahrgang 
1856 — 1867, 6 Hefte jährlich, gr. 8. geh. ä Jahrgang 5 Thlr. 
I. — III. Jahrgang, herausgegeben von O. Schlömilch und B. Witzschel. 
IV. » » » denselben und M. Cantor. 
V.— XII. » » » O. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Cantor. 
XII. » Supplementheft 1 Thlr. 10 Ngr. 

Zetsche, Dr. Karl Ed., die Copirtelegraphen, die Typendruck- 
telegraphen und die Doppeltelegraphie. Ein Beitrag zur 
Geschichte der elektrischen Telegraphie. Mit 110 Holzschnitten, 
gr. 8. 1865. geh. • 1 Thlr. 26 Ngr. 



Drück von B. G. Teabner in Leipzig. 



die Aufgabe, den Leser auf dem kürzesten Wege in die allgemeine 
Theorie der Elasticität und Capillarität einzuführen und über die Haupt- 
resultate, zu denen bisher die mathematische Physik in diesen Disciplinen 
gelangte , zu orientieren. Demnach werden zuerst die allgemeinen Gesetze 
er Elasticitätskraft und des Elasticitätsgleichgewichtes entwickelt, zwei 
allgemeine Gruppen von Verschiebungen näher erörtert, und dann die 
Elasticitätsgleicnungen auf eine Reihe von Beispielen angewandt. In 
einem zweiten Abschnitte werden dann die Resultate der mathematischen 
Theorie mit den Ergebnissen der Erfahrung verglichen und zu dem 
Ende die Ausdehnung, Compression, Torsion und Biegung für besonders 
wichtige Fälle näher behandelt. Im dritten Abschnitte werden zuerst 
die allgemeinen Gleichungen für die oscillatorischen Bewegungen isotroper 
Körper aufgestellt und dann auf eine Reihe, von Beispielen derartiger 
Bewegungen, sowohl mit als ohne Dilatation, angewandt. Der vierte 
Abschnitt beschäftigt sich wieder mit der Vergleichung der Theorie 
und der Erfahrung, wobei die wichtigsten Fälle der Longitudinal-, 
Transversal- und Torsionsschwingungen ihre Erledigung finden. 

Die Theorie der Capillarität beginnt mit der Ableitung der 
allgemeinen Variationsformel, welche die in Rede stehenden Erscheinungen 
darstellt; dann werden die Niveauänderungen behandelt, welche in einer 
Flüssigkeit durch eine oder zwei eingetauchte Platten hervorgerufen 
werden, worauf die Capillarerscheinungen an Röhren folgen. Ein 
folgender Abschnitt behandelt die Modifikation des hydrostatischen Druckes, 
sowie die Anziehungs - und Abstossungserscheinungen, welche durch die 
Capillarwirkungen verursacht werden. Den Schluss bildet die Unter- 
suchung der Grleichgewichtsflächen einer ruhenden sowohl als einer 
rotierenden , aer Schwerkraft entzogenen Flüssigkeit unter fortwährender 
Bezugnahme auf die einschlägigen Plateau'scnen Versuche. Von den 
Meridiancurven der hier zur Sprache kommenden Rotationsflächen sind 
Zeichnungen beigegeben. 

Die mathematischen Entwicklungen sind, um das Verständnis 
möglichst zu erleichtern, vollständig lmtgetheilt; die Behandlung ist 
meist eigenthümlich. Das Buch befandet sich im Druck und wird zu 
Michaelis d. J. erscheinen. 



Die Lehre von der Transformation, der Multiplication und 

den Modulargleichungen der elliptischen Functionen. Von 
LeoKoenigsberger, Prof. an der Universität zu Greifswald. gr.8. 

Die Lehre von der Transformation der elliptischen Functionen 
nebst der dahin gehörigen Multiplication sowie die Theorie der Modular- 
gleichungen, welche in der neuesten Zeit in der Zahlentheorie und 
Algebra von grosser Bedeutung geworden, sind einerseits in all' den 
über elliptische Functionen veröffentlichten Werken, deren wir jetzt 
sehr schätzenswerthe besitzen , entweder gar nicht oder nur ganz neben- 
sächlich behandelt, andererseits findet man in den Specialabhandlungen, 
die diese algebraischen Theile der elliptischen Functionen betreffen, 
vielfach, dass die dort angewandten Methoden nicht überall Klarheit 
und Durchsichtigkeit gewähren, dass Manches unstreng, Manches zu 
wenig verallgemeinert, Vieles gar nicht behandelt ist. Der Verfasser 
hat diese Theorieen nach Methoden bearbeitet, deren Urheber zum Theil 
Hermite ist, und die er in seinen Arbeiten über die Transformation der 
Abel'schen Transcendenten als brauchbar und naturgemäss erkannt hat. 

Da allmählig sämmtliche Theile dieser Theorieen in die Arbeit 
mit hineingezogen werden mussten, so hat sich das Ganze zu einem 
Lehrbuche der algebraischen Theile der elliptischen Functionen um- 
gestaltet, von denen nur die Lehre von der Division ausgeschlossen 
worden ist. Das auf einen Umfang von 15 Bogen berechnete Werkchen 
wird im September 1868 versandt werden. 



n. Erschienene Bücher. 1868. 

Bardey, E., algebraische Gleichungen nebst den Resultaten 

und den Methoden zu ihrer Auflösung, gr. 8. 1868. geh. 
1 Thlr. 10 Ngr. 

Durege, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum 

zu Prag, Theorie der elliptischen Functionen. Versuch einer 
elementaren Darstellung. Zweite Auflage. Mit 32 in den 
Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1868. geh. 3 Thlr. 

Plücker, Julius, neue Geometrie des Baumes, gegründet 

auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement. Mit 
einem Vorwort von A. Clebsch. Erste Abtheilung, gr. 4. 
1868. geh. 3 Thlr. 

Schell, Dr. Wilhelm, Professor am Polytechnicum zu Carla- 
ruhe, Theorie der Bewegung und der Kräfte. Ein Lehrbuch 
der theoretischen Mechanik, mit besonderer Rücksicht auf die 
Bedürfnisse technischer Hochschulen. Mit .vielen in den Text 
gedruckten Holzschnitten. 1. Lieferung, gr. Lex. -8. 1868. 
geh. 28 Ngr. 

Erscheint in circa 5 Lieferungen von je 12 Druckbogen ä 28 Ngr. 
die Lieferung und wird binnen Jahresfrist vollendet sein. 

Schlömilch, Dr. Oscar, Kgl. Sachs. Hofrath, Professor an 

der polytechnischen Schule zu Dresden, Uebungsbuch zum 
Studium der höheren Analysis. Erster Theil: Aufgaben aus 
der Differentialrechnung. Mit Holzschnitten im Texte, gr. 8. 
1868. geh. 1 Thlr. 18 Ngr. 

Serret, J. A., Handbuch der höheren Algebra. Deutsch 

bearbeitet von Gr. Wertheim. Erster Band. gr. 8. 1868. 
geh. 2 Thlr. 20 Ngr. 
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